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求 对 应 课堂 教学 的 教材 具有 更 好 的 针对 性 和 实效 性 。 本 书 根据 本 科 工 程 管理 专业 的 教学 改 
革 需 要 ， 以 工程 力学 教学 大 纲 的 基本 要 求 和 近年 来 本 科 院 校 的 工程 管理 专业 教学 计划 为 编 
写 依据 ， 结 合 编者 多 年 的 教学 实践 与 改革 经 验 编写 而 成 。 
在 编写 思路 上 ， 本 书 在 导入 部 分 ， 知识 要 点 AA 引 例 尽 量 生动 实际 ， 以 提 
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简化 
力 的 合理 抽象 与 简化 理解 аа 简化 成 静 力学 模型 ， 然 后 进 
工程 结构 或 构件 接触 或 连接 方 理解 
式 的 合理 抽象 与 简化 
ра 
влен 
桥梁 支 座 


桥梁 支 座 设置 在 桥梁 的 上 部 结构 和 墩 台 之 间 ， 其 主要 作用 是 将 上 部 结构 固定 于 墩 
台 ， 承 受 作 用 在 上 部 结构 的 各 种 力 ， 并 将 它 可 靠 地 传递 给 墩 台 ; 另外 ， 在 荷载 、 温 度 、 
混凝土 收缩 和 徐 变 作用 下 ， 支 座 能 适应 上 部 结构 的 转角 和 位 移 ， 使 上 部 结构 可 自由 变形 
而 不 产生 额外 的 附加 内 力 。 

桥梁 支 座 按 受 力 特性 分 为 固定 支 座 和 活动 支 座 两 种 ( 详 见 1.4 节 内 容 ); 按照 所 用 材 
料 的 不 同 ， 常 见 的 支 座 包括 橡胶 支 座 、 钢 支 座 、 抗 震 支 座 等 。 

橡胶 支 座 具 有 构造 简单 、 加 工 方便 、 造 价 低 、 结 构 高 度 小 、 安 装 方便 和 使 用 性 能 良 
好 的 优点 。 它 能 适应 任意 方向 的 变形 ,特别 适用 于 宽 桥 、 曲 线 桥 和 斜 桥 。 橡 胶 的 弹性 还 
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能 消减 上 下 部 结构 所 受 的 动力 作用 ， 这 对 于 抗震 也 十 分 有 利 。 在 桥梁 工程 中 使 用 的 橡胶 
支 座 大 体 上 可 分 为 两 类 ， 即 板式 橡胶 支 座 和 盆 式 橡 胺 支 座 。 

ЖАЛА ЕЗУ ен МУ УА. 一般 由 几 层 橡胶 和 薄 钢 片 登 合 而 成 ， 如 图 1.1 
所 示 为 板式 橡胶 支 座 ， 它 的 机 理 是 利用 橡胶 的 不 均匀 弹性 压缩 实现 一 定 的 转角 ， 利 用 其 
剪 切 变形 实现 微量 水 平 位 移 。 

当 竖 向 力 较 大 时 则 使 用 盆 式 橡胶 支 座 ， 如 图 1.2 所 示 ， 一 般 由 不 锈 钢 滑板 、 聚 四 所 
乙烯 板 、 盆 环 、 承 压 橡 胶 块 、 钢 密封 圈 等 组 成 。 与 板式 橡 胺 支 座 相 比 ， 盆 式 橡胶 支 座 具 
有 承载 能 力 大 、 水 平 位 移 量 大 、 转 动 灵 活 等 优点 ， 因 此 特别 适宜 在 大 跨 径 桥梁 上 使 用 。 





图 1.1 БЫЗ 5 图 1.2 


Ж 靠 钢 部 件 的 滚动 、 摇 动 和 滑动 
来 实现 复 座 的 位 移 和 转动 功能 的 。 它 的 特点 
а онна. 
ER, A 1. 3 所 示 为 一 球形 钢 支 座 。 由 于 球 
形 钢 支 座 不 再 使 用 橡胶 承 压 ， 不 存在 橡胶 变 
硬 或 老化 等 不 良 影响 ， 因 此 特别 适用 于 低温 
地 区 。 
近年 来 ， 随 着 桥梁 建设 的 快速 发 展 ， 对 
支 座 进行 了 多 种 改进 改善 材料 ， 提 高 强度 
和 抗 腐蚀 、 抗 老化 性 能 ; 减少 摩擦 系数 ; 简 
化 构造 ; 降低 支 座 的 结构 高 度 ; 提高 经 济 和 使 用 性 能 ; 安装 和 更 换 方便 ; 等 等 。 





图 1.3 
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力 的 概念 来 源 于 生产 实践 。 伽 利 略 和 和 牛顿 在 总 结 前 人 成 果 的 基础 上 ， 对 力作 了 如 下 定 
X: 力 是 物体 间 相 互 的 机 械 作用 ， 这 种 作用 使 物体 的 机 械 运 动 状态 发 生变 化 。 这 里 机 械 运 
动 状态 的 改变 包括 物体 运动 快慢 和 运动 方向 的 改变 。 

力 可 以 发 生 在 彼此 不 直接 接触 的 物体 之 间 ， 如 重力 场 中 的 物体 之 间 、 磁 力 场 中 的 磁体 





























之 间 、 电 场 中 的 带电 体 之 间 。 但 是 力 不 能 脱离 物体 而 存在 ， 即 必须 同时 存在 施 力 物体 和 
力 物 体 。 
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力 对 物体 的 作用 效果 取决 于 以 下 3 个 要 素 : 力 的 大 小 、 力 的 方向 和 力 的 作用 点 。 
此 ， 力 是 一 个 矢量 。 在 国际 单位 制 中 ， 力 的 单位 是 牛顿 (N) 或 千 牛 (kN)， 而 在 建筑 



































工程 中 ， 在 描述 柱 或 桩 等 结构 的 承载 力 时 ， 常 采用 吨 力 (tf) 作 为 力 的 单位 ， 它 们 的 换算 关 


系 是 : 


线 是 否 在 同一 平面 内 ， 力 系 可 以 分 为 平面 力 系 和 空间 力 系 ; 按 力 的 作用 线 的 相互 关系 ， 力 
系 又 可 分 为 平行 力 系 、 汇 交 力 系 和 任意 力 系 。 两 个 不 同 的 力 系 ， 如 果 对 同一 个 物体 的 作用 
效果 完全 一 致 ， 则 称 这 两 个 力 系 相 互 等 效 。 将 一 个 复杂 力 系 ， 用 一 个 等 效 的 简单 力 系 替 
换 ， 
的 各 力 称 为 这 一 合力 的 分 力 。 


参考 系 保持 静止 或 作 匀 速 直线 运动 状态 。 所 谓 平衡 


14-9. 8kN~10kN 
工程 中 的 物体 往往 同时 受到 多 个 力 的 作用 ， 一 般 称 这 样 的 一 群 力 为 力 系 。 按 力 的 作用 





















































称 为 力 系 的 简化 。 如 果 某 力 系 与 一 个 力 等 效 ， 则 这 个 力 称 为 力 系 的 合力 ， 而 该 力 系 中 











НЕ 2 ана 
物体 维持 平衡 所 应 满足 的 力 





学 条 件 。 满 足 平衡 条 件 的 力 系 称 为 平衡 力 系 。 





在 静 力学 中 研究 的 物体 都 被 抽象 成 为 网 Ca 是 指 在 力 的 作用 下 ， 内 部 任意 


两 点 之 间 的 距离 保持 不 变 的 物体 。 RE 体 理想 化 的 力学 模型 。 


静 力 学 的 研究 内 容 主要 包括 以 
1. 物体 的 受 力 分 析 小 ЖР 
PRASEEDA. ж ж 

2 力 系 的 简化 ғ 

将 作用 在 物体 о РТИ. Ж 从 而 将 力 系 简化 。 
э. 平衡 条 件 的 建立 


研究 作用 在 物体 上 的 各 种 力 系 所 需 满 足 的 平衡 条 件 。 
静 力 学 理论 是 后 续 各 力学 课程 的 重要 基础 ， 在 工程 设计 中 也 有 着 广泛 的 应 用 。 
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所 谓 公理 ， 是 指 人 们 在 长 期 的 生产 生活 实践 中 积累 的 经 验 总 结 ， 经 过 实践 的 反复 检 
被 确认 是 符合 客观 实际 的 最 普遍 、 最 一 般 的 规律 。 
公理 1 二 力 平衡 条 件 

作用 在 刚体 上 的 两 个 力 ， 使 刚体 维持 平衡 的 充分 和 必要 条 件 是 这 两 个 力 的 大 小 相等 ， 





















































方向 相反 ， 且 作用 在 同一 条 直线 上 ， 如 图 1. 4 所 示 。 


于 变形 体 。 例 如 ， 在 图 1. 5 中 ， 软 绳 受到 大 小 相等 、 方 向 相反 的 一 对 拉力 作用 ， 可 以 维 
平衡 ， 但 如 果 把 拉力 变 成 压力 ， 则 软 绳 将 失去 平衡 。 由 此 可 见 ， 刚 体 的 平衡 条 件 仅 是 变 














上 述 公理 表明 了 作用 于 刚体 上 的 最 简单 的 平衡 力 系 。 需 要 说 明 的 是 ， 这 个 公理 不 适 
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体 平衡 的 必要 条 件 ， 而 不 是 充分 条 件 。 


(F> 


Е-Е, 





图 1.4 图 1.5 
公理 2 ”加 减 平衡 力 系 原理 
作用 于 刚体 的 已 知 力 系 中 ， 加 上 或 减 去 任意 一 个 平衡 力 系 ， 并 不 改变 原 力 系 对 刚体 
的 作用 效果 。 
公理 2 为 力 系 的 简化 提供 了 重要 的 依据 ， ШЕ: 用 于 变形 体 。 


根据 上 述 公 理 可 以 导出 下 述 推理 。 
推理 1 力 的 可 传 性 
作用 于 刚体 上 某 点 的 力 ， ИС ПИРЕ а. ЖЫЛ 7 ИК 


























作用 效果 。 

推理 1 的 证 明 如 下 。 

如 图 1.6(a) 所 示 ， 刚 体 的 Avan 式 作 用 线 上 的 任意 一 点 已 处 ， 添 
加 一 个 平衡 力 系 F: ЖІЕ;, 得 F, =F, =F, 到 1. 6(b) 所 示 。 由 公理 2 可 知 ， 此 时 
刚体 受到 的 作用 效果 发 生 改 变 。 ж» | 1， 可 以 看 出 此 时 力 Fi 和 到 也 组 成 了 
一 个 平衡 力 系 ， М, 它们 从 刚体 1 只 剩 下 力 Fi;， 如 图 1. 6(c) 所 示 。 这 
ао 而 对 刚体 的 作用 效果 并 不 发 生 
改变 。 证 毕 。 











(а) (b) (с) 
图 1.6 


由 推理 1 可 知 ， 力 对 刚体 的 作用 效果 不 随 力作 用 点 位 置 的 改变 而 改变 。 因 此 ， 对 刚体 
来 讲 ， 力 的 三 要 素 可 以 表示 为 : 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 。 力 的 可 传 性 对 变形 体 不 适用 。 

公理 3 力 的 平行 四 边 形 法 则 

作用 于 物体 上 同一 点 的 两 个 力 可 以 合成 为 一 个 合力 。 合 力 的 作用 点 也 在 该 点 ， 合 力 的 
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大 小 和 方向 由 这 两 个 力 为 邻 边 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 确定 ， 如 图 1. 7 所 示 。 
公理 3 可 以 用 矢量 运算 来 表示 。 
Fr=F+F: (1-1) 


RP, Ек F 和 Fs 两 个 力 的 合力 ， 而 F 和 F 称 为 力 Fr Ж | 





























的 分 力 。 
根据 公理 3， 两 个 共 点 力 可 以 合成 为 一 个 合力 ， 且 答案 

是 确定 的 。 但 是 反 过 来 ， 要 把 一 个 已 知 力 分 解 为 两 个 分 力 

则 答案 是 不 唯一 的 , 需要 附加 足够 的 限制 条 件 ， 才 能 确定 。 
公理 3 是 复杂 力 系 简化 的 基础 。 1:7 
根据 上 述 公理 可 以 导出 下 述 推理 。 
推理 2 三 力 平衡 汇 交 定理 




















作用 于 刚体 上 3 个 相互 平衡 的 力 ， 若 其 中 两 个 力 的 作用 线 汇 交 于 一 点 ， 则 此 З 力 必 在 
一 平面 内 ， 且 第 3 个 力 的 作用 线 也 通过 汇 交 点 。 „Ж 
推理 2 的 证 明 如 下 。 








неу B、C 3 点 ， 47. 
20. 

示 。 根 据 推理 1， 可 以 将 力 Fi ү 

ке ; 根据 公理 3， 这 两 个 力 可 以 合成 为 一 

АЛЕ. FTIF, F, F, 相互 平衡 ， 因 此 

合力 Fr Луї з 平衡。 再 利用 公理 1， 可 以 得 

到 力 FASSTF: 共 线 。 也 即 F -5 Fi, Е 共 面 ， 

НЗ Г Жн, О. WEHE. 
Жаны 作用 与 反作用 定律 

作用 与 反作用 力 总 是 同时 存在 ， 且 两 个 力 

大 小 相等 、 方 向 相反 、 沿 着 同一 直线 ， 分 别 作用 

在 两 个 相互 作用 的 物体 上 。 若 用 下 表示 作用 力 ，F' 表 示 反 作用 力 ， 则 

F=—F 

公理 4 实际 上 就 是 牛顿 第 三 定律 ， 这 个 定律 说 明了 物体 间 相 互 作用 的 关系 。 不 管 物体 

否 平 衡 ， 该 定律 均 成 立 。 由 于 作用 力 和 反作用 力 是 分 别 作 用 在 两 个 不 同 物体 上 的 ， 因 此 

ee 

公理 3 和 公理 4 既 适 用 于 刚体 ， 也 适用 于 变形 体 。 
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[ 程 上 将 作用 在 结构 或 构件 上 的 主动 力 称 为 荷载 ， 这 种 主动 力 能 使 结构 或 构件 产生 某 
种 运动 或 运动 趋势 ， 如 建筑 结构 或 构件 的 自重 、 风 和 和 雪 的 压力 、 行 驶 在 桥梁 上 的 车 辆 、 地 
震 等 都 可 称 为 荷载 。 在 建筑 结构 设计 中 ， 首 先 要 确定 作用 在 结构 上 的 荷载 ， 然 后 才能 进行 
受 力 分 析 及 计算 ， 最 后 确定 结构 或 构件 的 材料 、 形 状 及 尺寸 等 。 因 此 荷载 计算 的 准确 性 将 
直接 影响 受 力 分 析 的 结果 ， 是 结构 设计 之 初 所 要 解决 的 重要 问题 。 
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тип= 


1.3.1 和 荷载 的 分 类 





= 


特点 加 以 分 类 。 
(1) 按 作 用 在 结构 上 时 间 的 久 暂 ， 和 荷载 可 分 为 恒 荷 载 和 活 荷载 及 偶然 荷载 。 















































间 的 推移 发 生变 化 。 如 结构 的 自重 ， 它 始终 存在 ， 是 最 典型 的 恒 荷 载 。 















































取 值 也 不 同 ， 各 种 常用 的 活 荷载 ， 在 《建筑 结构 荷载 规范 》 中 都 有 详细 的 规定 。 



































如 地 震 荷 载 。 É 
атта, LAPEN а гай ук 








ы 
在 路 面 上 的 压力 等 ， 接 触 面积 相对 于 结 
载 的 单位 与 力 的 单位 一 致 , 用 N 或 


O 分 布 荷 载 : 是 指 分 布 在 之 职 或 长 度 上 的 
荷载 根据 分 布 情况 又 可 分 为 者 布 苘 绢 及 非 均 布 敬 
{п 

















kN/m?* ， 如 图 1.7 所 示 。 非 均 布 荷载 一 般 指 三 角形 分 布 、 梯 形 分 布 或 一 些 分 布 毫 无 规律 
荷载 。 
G) 按 作用 在 结构 上 的 性 质 ， 荷 载 可 分 为 静 力 荷 载 和 动力 荷载 。 


FE 梁 的 压力 、 静 止 的 汽车 通过 轮胎 作用 
说 都 很 小 ， 可 以 认为 是 集中 荷载 。 集 中 荷 


结构 所 承受 的 荷载 往往 比较 复杂 。 为 了 便于 计算 ， 参 照 有 关 结 构 设 计 规范 ， 根 据 不 同 


O 人 恒 荷 载 : 长 久 作 用 于 结构 上 的 不 变 荷载 ， 其 大 小 、 方 向 和 作用 位 置 都 不 会 随 着 时 


O 活 荷载 : 暂时 作用 在 结构 上 的 可 变 荷载 ， 是 指 那些 大 小 和 作用 点 有 可 能 发 生变 化 
的 荷载 ， 如 楼 面 活 荷载 、 风 荷载 、 雪 荷载 、 吊 车 荷载 等 。 不 同类 型 的 建筑 类 型 ， 活 荷载 的 


@ 偶然 荷载 : 在 建筑 使 用 过 程 中 不 一 定 出 现 ， 一 旦 出 现 其 数值 很 大 ， 持 续 时 间 短 ， 


O 集中 荷载 : 是 指 集中 作用 在 结构 某 一 点 上 的 荷 矢 8, 实际 荷载 总 是 作用 在 一 定 的 面 
积 上 ， 不 会 是 集中 在 一 点 ， еы 的 尺寸 时 ， 都 可 看 作 是 集中 荷载 
ЛЕВ 


全 如 风 、 雪 、 结 构 自 重 等 。 分 布 
布 荷载 是 指 荷载 连续 作用 、 大 小 各 
处 相等 ， 一 般 又 分 为 均 布线 荷载 和 均 布 面 荷载 N 好 梁 这 样 细 长 的 杆 件 ， 其 自重 用 每 米 长 度 
上 的 重量 来 表示 ， куне ЎА о 5% kN/m, ШШ 1. 6 所 示 。 楼 板 的 自重 


也 是 均 布 荷载 ， 一 般 用 单位 面积 上 的 重量 来 表示 ， 称 为 均 布 面 荷载 ， 单 位 是 N/m 或 





的 


O HR: 静 力 荷载 是 指 荷载 的 大 小 、 位 置 和 方向 不 随时 间 变 化 或 变化 极为 缓慢 ， 
不 会 使 结构 产生 显著 的 振动 ， 从 而 可 忽略 其 惯性 力 影响 。 如 结构 的 恒 荷 载 都 是 静 力 荷载 ， 


如 果 只 考虑 位 置 改变 ， 不 考虑 对 结构 的 动力 效应 ， 一 般 的 活 荷载 也 属于 静 力 荷载 。 





©) 动力 荷载 : 动力 荷载 是 指 荷载 随时 间 迅 速 变化 ， 使 结构 产生 显著 的 振动 ， 从 而 必 








须 考虑 其 惯性 力 影 响 。 如 机 械 运 转 时 产生 的 荷载 、 地 震 时 对 结构 的 动力 作用 等 。 











1.3.2 荷载 的 简化 和 计算 


1. 等 截面 粱 自重 的 计算 





在 工程 结构 计算 中 ,通常 用 梁 轴 线 表 示 一 根 梁 。 等 截面 梁 的 自重 总 是 简化 为 沿 梁 轴 线 


方向 的 均 布线 荷载 v。 


一 矩形 截面 梁 如 图 1. 9(a) 所 示 ， 其 截面 宽度 为 5(m) ， 截 面 高 度 为 h(m)。 设 此 梁 的 单 





__ ВИЗИ: воза 








MERRER H у(КМ/т*), ШКЕ ала. 
о-ө» (kN) 


тт EA 


(а) (b) 
1.9 
梁 的 自重 沿 梁 跨 度 方向 是 均匀 分 布 的 ， 所 以 沿 梁 轴 每 米 长 的 自重 g 是 
g=Q/L (kN/m) 


将 Q@ 代 入 上 式 得 КА 


g=bhr (kN/ 
ие р [图 1.9(b)]， 均 布线 荷载 4 也 


2. 均 布 面 荷载 化 为 均 布线 荷载 的 
在 工程 计算 中 ， i ШЕТ A 需要 将 它 简化 为 沿 跨 度 ( 轴 


线 ) 方 向 均 人 АЛАҚ тын тте; 








设 一 平板 上 受到 均匀 的 а (kN/m? y > ҖЖ у bC С ЕН). WUS EAN 
L(m)， 如 图 1.10 F қ 





1-5.970т 4-3330М/т 


(а) (b) 
图 1.10 
么 ， 在 这 块 板 上 受到 的 全 部 荷载 О 

Q=q'bL(kN) 
而 荷载 О 是 沿 板 的 跨度 均匀 分 布 的 ， 于 是 ， 沿 板 跨度 方向 均匀 分 布 的 线 荷 q 为 
4-ба (kN/m) 

假设 图 1. 10(a) 所 示 平 板 为 一 块 预 应 力 钢筋 ， 混 凝 土屋 面板 ， 宽 "一 1.490m， 跨 度 

(长 江 二 5.970m， 自 重 为 11kKN， 简 化 为 沿 跨 度 方向 的 均 布线 荷载 。 
自重 均匀 分 布 在 板 的 每 一 小 块 单位 面积 上 ， 所 以 自重 形成 的 均 布 面 荷 载 为 


‚_ 11000 _ 
4 5т970х 119 1237(N/m) 

















屋面 防水 层 形成 的 均 布 面 荷载 为 

q, =300N/m? 

防水 层 上 再 加 0.02 米 厚 水 泥 砂浆 找平 ,水泥 砂浆 容重 y 二 20kN/m? ， 则 这 一 部 分 材料 
自重 形成 的 均 布 面 荷载 为 
































9, =20000X0. 2=400 (N/m?) 
最 后 再 考虑 雪 荷 载 (北方 地 区 考虑 ) 
9, =300N/m? 




















总 计 得 全 部 面 均 布 荷载 为 
q' =q, Hq, +q; +9, =1237+300+400+300=2237(N/m*) 

JEER AR ЙГ REA E US Е 77 E EARR. BA Яр Тата RAKE Д 5и] Ж, 
Ж [图 1.10(b)] 
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空间 中 的 物体 ， 有 些 可 以 自由 运动 ， п ные. 有 些 则 不 
能 自由 运动 ， 它 们 在 空间 某 些 方向 上 的 了 限制， 称 为 非 自 由 体 ， 如 受到 墙 体 限制 
的 房屋 楼 板 等 。 对 非 自 由 体 的 某 些 你 制作 用 的 周围 物体 称 为 约束 体 ， 简 称 约束 ， 如 
前 面 提 到 的 墙 体 ， re 








约束 。 





约束 对 物体 的 作用 实际 力 的 作用 。 алы 自由 体 的 力 称 为 约束 力 或 约束 反 
力 。 H ШАТ 明和 碍 了 物体 的 位 移 y“ 因 此 约束 力 的 方向 必然 与 约束 所 阻 得 的 
位 移 方向 相反 。 应 则 ， 可 以 确定 力 的 方向 。 至 于 约束 力 的 大 小 ， 需 要 通过 


力 系 的 平衡 条 件 才 色 
下 面 列 举 儿 种 基本 的 约束 。 


1. 光滑 接触 面 约 束 


两 个 物体 相互 接触 ， 如 果 接 触 面 相当 光滑 ， 以 至 于 摩擦 可 以 忽略 ， 则 称 这 样 的 约束 为 
光滑 接触 面 约束 。 图 1. 11 所 示 为 两 种 光滑 接触 面 约束 形式 。 














图 1.11 


由 于 光滑 接触 面 只 能 阻碍 物体 沿 接触 点 的 公法 线 方向 、 并 向 约束 内 部 的 位 移 ， 而 不 能 
阻碍 其 他 方向 的 位 移 。 因 此 ， 光 滑 接 触 面 的 约束 力作 用 在 接触 点 上 ， 沿 着 接触 面 在 该 点 的 
公法 线 方向 ， 并 指向 被 约束 的 物体 。 图 1. 11 中 的 约束 力 N 已 示 于 图 中 。 
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2 柔软 绳索 约束 

这 里 的 绳索 还 包括 链条 、 传 动 皮带 等 。 这 些 约束 的 特点 是 只 
能 承受 拉力 ， 即 只 能 阻碍 被 约束 的 物体 沿 绳索 中 心 线 离开 绳索 ， 
而 不 能 阻碍 其 他 方向 的 位 移 。 因 此 绳索 的 约束 力作 用 在 接触 点 ， 
沿 着 绳索 中 心 线 背 离 物体 ， 如 图 1. 12 中 的 力 Т, 

3. ЖЕМЕ) Ж. 

如 图 1. 13(a) 所 示 ， 用 一 根 圆 柱 形 销 钉 С 穿 过 预 埋 在 混凝土 Bii 
构件 A 和 B 内 的 圆 弧 形 钢筋 ， 从 而 把 构件 A 和 B 连接 在 一 起 。 
如 果 销 钉 与 钢筋 之 间 的 摩擦 可 以 忽略 ， 那 么 此 时 的 联结 便 形成 了 一 个 光滑 圆柱 形 匀 链 ,或 
者 简称 为 镑 。 图 1. 13(b) 是 其 简化 表示 法 。 

由 于 销 钉 不 能 阻碍 连接 的 两 个 物体 绕 其 转动 ， 而 只 能 阻碍 它们 在 与 销 钉 轴线 垂直 的 平 
面 内 发 生 相互 的 错 动 。 因 此 ， 光 滑 圆 柱 形 铵 链 的 约束 力作 与 销 钉 轴线 垂直 的 平面 内 ， 
通过 销 钉 中 心 ， 但 约束 力 的 具体 方位 不 定 。 
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1 
1 таваа Ж 
图 1. 14(a) 为 可 动 匀 支 座 的 示意 图 。 支 座 可 以 灌 着 支 拓 面 滑动 ， 而 上 部 构件 与 支 座 通 
过 一 个 饮 连 接 ， 可 以 绕 着 令 转 动 。 可 见 ， 可 动 镑 支 座 既 不 能 阻碍 上 部 结构 沿 着 支撑 面 切线 
方向 滑动 ， 也 不 能 咀 碍 上 部 结 均 的 转动 ， 它 只 能 阻碍 上 部 结构 沿 支撑 面 法 线 方 向 的 位 移 。 
因此 可 动 匀 支 座 的 支 座 反 力 只 有 一 个 ， 即 通过 铵 中 心 ， 沿 着 支撑 面 的 法 线 方向 。 图 1. 14 
(b) 和 (e) 为 该 支 座 常 用 的 简 图 ， 其 支 座 反 力 也 示 于 图 中 。 
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(a) Фф) (с) 








图 1.14 


5. хя ж 
Барај ж ЖЕЙН]. ТАЕ ЭСА НО ЗА С ТА ЖЕЛЕ З ТАГ Е, ШІН 1. 15(a) 所 示 。 此 时 





9 


жт- 
2 ` 


тип= 


上 部 结构 依然 可 以 绕 着 铵 转动 ， 但 支 座 无 法 沿 着 支撑 面 发 生 任何 方向 的 位 移 。 可 见 固定 铵 
支 座 的 约束 作用 与 光滑 圆柱 形 贸 链 类 似 ， 其 支 座 反 力 通过 贸 中 心 ， 但 方向 不 定 。 图 1. 15 
(b) 和 (c) 是 该 支 座 常用 的 简 图 ， 支 座 反 力 用 两 个 相互 垂直 的 力 表示 ， 如 图 1. 15 所 示 。 












































(с) 





6. 定向 支 座 


图 1. 16(a) 为 定向 支 座 的 示意 图 。 被 支撑 的 构件 嵌入 Қайы, 构件 可 以 沿 着 支撑 
面 深 动 ， 但 不 能 发 生 转 动 ， аи утшн, 习 此 ， 定 向 支 座 的 支 座 反 力 
有 两 个 ， 一 个 为 沿 着 支撑 面 法 线 方向 的 约束 反 力 ， 摧 阻碍 构件 转动 的 力 ， 称 之 为 约 
束 反 力 偶 (有 关 力 偶 的 知识 参见 第 3 章 )。 定 向 4 简 图 和 支 座 反 力 如 图 1. 16(b) 所 示 。 








(а) (b) 


Е 1.16 


7. 固定 支 座 


固定 支 座 的 示意 图 如 图 1. 17(Ca) 所 示 。 构 件 嵌 入 于 支撑 体内 ， 并 和 支撑 体 完 全 固定 ， 
构件 既 不 能 沿 任何 方向 发 生 位 移 ， 也 不 能 发 生 转 动 。 因 此 固定 支 座 的 支 座 反 力 ， 包 括 沿 支 
撑 面 法 线 方向 和 切线 方向 的 力 以 及 约束 反 力 偶 ( 有 关 固 定 支 座 的 力学 分 析 参 见 第 4 章 )。 它 
们 和 支 座 的 简 图 一 起 ， 如 图 1. 17(b) 所 示 。 














(а) 


图 1.17 
10 


况 ， 包 括 物体 受到 哪些 力 ， н 受 力 分 析 的 目的 是 为 了 能 够 建 
衔 条 件 ， 从 而 求解 ! 


у. 


施 力 
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| 1. 5 物体 的 受 力 分 析 
物体 的 受 力 分 析 是 静 力学 的 研究 内 容 之 一 。 所 谓 受 力 分 析 ， 即 指 确定 物体 的 受 力 情 


为 了 方便 物体 的 受 


体 ) 中 脱离 出 来 ， 单 独 画 出 它 的 简 图 ， 然后 把 全 部 施 力 体 对 它 的 作用 根据 其 性 质 ， 用 


合适 的 力 代 替 ， 并 画 于 


来 的 





受 力 体 称 为 隔离 体 。 














作用 于 受 力 体 的 力 一 


于 受 力 体 上 的 力 ， 如 梁 


于 主 
有 着 
小 需 


动力 而 言 的 ， 主 要 
本 质 的 区 别 ， 被 动 
要 通过 平衡 条 件 确 








束 无 关 。 工 程 中 一 般 将 


与 否 。 


受 力 





力 忽 
ШШ] 


面 物体 受 力图 是 求 
下 面 举 例 说 明 。 
例 1-1 图 1.18( 


o ER АС 边 承受 法 


Kl CAUR А 
解 : (1) 根据 
(2) 在 隔离 体 上 
G) 画 支 座 反 力 。 


一 











图 1. 18(b) 为 整个 





例 1-2 建筑 工地 上 某 简易 起 吊装 置 ， 由 折 杆 AB、BC 以 及 系 杆 AC 组 成 ， 它 们 的 如 





ERAJ. 
力 分 析 ， 常 常 将 所 研究 的 物体 ( 称 为 受 力 体 ) 从 它 周围 的 物体 ( 称 为 





























简 图 中 。 这 种 表示 物体 受 力 情况 的 简化 图 形 称 为 受 力图 ， 被 脱离 出 











般 可 以 分 为 主动 力 和 被 动力 两 大 类 ， 0 是 指 主 动 施加 
承受 的 重力 、 墙 承受 的 风 压 力 等 ， ЖА 知 的 。 而 被 动力 是 相对 
是 指 约束 施加 于 受 力 体 的 约束 力 知 的 。 主 动力 和 被 动力 








力 是 一 种 约束 力 ， 它 的 方向 Birun. ғали 而 大 
定 ; 而 主动 力 的 大 小 和 9 可 以 事先 独立 地 测定 ， 与 受 力 体 的 约 
. 


解 静 力 学 问题 的 ш. 直接 关系 到 静 力 学 问题 求解 的 正太 


зы з ӯ 54 其 中 ЖЕСЕ. В Ау пу Ж 
ы ， 和 荷载 集 г 上 的 力 ) 为 g。 试 作出 屋 架 此 
ж ан ЫЫ 6 简 图 ， 如 图 1. 18(a) 所 示 。 


ү 3527, 包括 屋 架 的 自重 己 和 均 布 荷 裁 4。 
А 处 为 固定 铵 支 座 ， 它 的 支 座 反 力 可 以 用 通过 铵 中 心 的 两 个 相互 





的 力 Xa 和 Ya #25. ВЖ Ар КЭ. CHEJ Ys 垂直 支撑 面 ， 即 竖 直 





屋 架 的 受 力图 。 





(a) (b) 


图 1.18 





Е 








略 不 计 ， 相 互 之 间 
出 三 杆 的 受 力 图 。 








HEGER. ТАВ 上 吊 有 重 为 己 的 重 物 ， 如 图 1. 19(a) 所 示 。 试 分 
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工程 力学 

解 :(1) 先 分 析 杆 AC. А 处 为 固定 匀 支 座 ， 因 此 在 该 点 АС 杆 受到 的 力 Fe 通过 A 
点 ,但 方向 待定 。C 点 为 可 动 铵 支 座 ， 但 由 于 AC 杆 在 此 处 同时 还 受到 折 杆 BC 的 作用 ， 
因此 在 该 点 AC 杆 受到 的 力 Fa 也 是 方向 待定 , 通过 C 点。 由 于 杆 AC 的 重力 不 计 ， 因 此 
它 只 受到 Fc 和 Fe 这 两 个 力 的 作用 ,保持 平衡 。 根 据 公理 1， 这 两 个 力 应 该 大 小 相等 ， 方 
句 相反， 作用 在 同一 条 直线 上 。 由 此 可 以 确定 出 Fx 和 Fo 这 两 个 力 的 方向 ， 即 沿 着 A、C 
两 点 的 连 线 。 至 于 这 两 个 力 的 具体 指向 ， 需 要 根据 平衡 条 件 才能 最 后 确定 。AC 杆 的 受 力 
图 如 图 1. 19(b) 所 示 。 

(2) 再 分 析 折 杆 BC。 它 的 约束 情况 与 杆 АС 类 似 , 也 只 在 B、C 两 端 受到 贸 的 约束 ， 
此 上 面 的 分 析 方 法 完全 可 以 应 用 于 此 。 折 杆 在 B、C 两 点 受到 的 力 Fc 和 Focs 的 方向 沿 着 
B、C 两 点 的 连 线 。 受 力图 如 图 1. 19(c) 所 示 。 

(3) 最 后 分 析 折 杆 AB。 由 于 自身 重力 不 计 ， 主 动力 只 有 重 物 施 加 的 力 。 对 重 物 的 受 
力 分 析 可 知 ， 该 力 的 大 小 为 P， ЭТА К. ЕЕ ВАК, 杆 АВ 受到 的 约束 力 Fa 来自 
于 杆 BC， 因 此 它 与 力 Fg 构成 一 对 作用 力 与 反作用 力 ， 根 据 难 理 4， 它 们 大 小 相等 ， 方 向 
HE, |8] —(ЕЛН26. EEA ЖК. 受到 固定 镑 A 和 55 用， 约束 力 Fw 的 作用 线 
通过 A 点 , 但 方向 待定 。 总 之 , FAB re ARH Fras Fas HJEM, R 


平衡 。 由 于 力 了 和 力 Faun 汇 交 于 一 点 D， 根据 推 Fas 的 作用 线 也 应 通过 D 点 ， 从 
而 可 以 确定 Fa 的 方向 ， 但 它 的 具体 指向 ， 还 需要 根据 平衡 条 件 确 定 。 杆 АВ 的 受 力图 如 


图 1.19(d) 所 示 。 б 



























































































































Жа е Fac=Fea Fo 





(a) (b) 





(с) 


Е 1.19 


在 上 面 的 例题 中 ， 出 现 了 只 有 两 个 力作 用 下 保持 平衡 的 构件 ， 称 为 二 力 杆 件 ， 简 称 二 
力 杆 。 二 力 杆 可 以 是 直 杆 ， 如 例题 中 的 AC 杆 ; 也 可 以 是 折 杆 ， 如 例题 中 的 BC 杆 ， 甚 至 
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шй илт 


是 曲 杆 。 二 力 杆 所 受 的 两 个 力 必然 沿 着 两 个 力作 用 点 的 连 线 ， 且 大 小 相等 ， 方 向 相反 。 二 
力 杆 在 工程 中 经 常 出 现 ， 对 解 题 也 很 有 帮助 。 





本 章 首 先 介绍 了 静 力 学 的 一 些 基本 概念 ， 包 括 力 、 力 系 、 力 系 的 简化 、 合 力 与 分 力 、 
平衡 、 刚 体 等 ， 然 后 介绍 了 更 力学 的 4 个 公理 及 两 个 推论 ，4 个 公理 包括 二 力 平衡 条 件 、 
加 减 平衡 力 系 原理 、 力 的 平行 四 边 形 法 则 、 作 用 与 反作用 定律 ， 两 个 推论 包括 力 的 可 传 
性 、 三 力 平衡 汇 交 定理 ; 在 荷载 这 一 节 ， 介 绍 了 荷载 的 定义 及 分 类 ， 重 点 介绍 了 荷载 的 简 
化 与 计算 方法 ; 在 约束 和 约束 力 这 一 节 ， 介 绍 了 工程 中 常见 的 7 种 约束 ， 重 点 介绍 了 如 何 
解除 约束 并 用 约束 反 力 蔡 换 约束 ; 物体 的 受 力 分 析 是 本 章 的 重点 和 难点 ， 画 受 力 分 析 图 的 
步骤 如 下 。 

E нлнаннивн 
研究 对 象 。 将 研究 对 象 从 周围 物体 中 脱离 出 来 ， 单 独 曾 出 。 
nt 际 荷载 情况 ， 夯 出 所 有 主动 力 。 根 



































据 研究 对 象 与 外 界 的 接触 情况 ， 画 出 全 部 的 

(3) 确定 约束 力 的 方向 。 首 先 判断 终 桌 居 于 哪 种 类 型 ， 再 根据 约束 类 型 的 特性 ， 面 出 

约束 力 的 方向 。 

(4) 当 分 析 两 物体 间 相 互 的 : 对， 应 遵循 你 

2. E 用 力也 就 
在 分 析 过 程 中 ， 必 须 刻 牢记 力 不 能 脱 窗 









作用 关系 ， 在 一 个 物体 上 的 作 


物体 和 施 力 物体 而 存在 ， 虽然 受 力图 中 


Жиз КЩ у Тка E. 
关键 术语 


力 (force); 力 的 三 要 素 (three factors of force); 力 系 (system of forces); 力 系 的 简化 
(reduction of force system); 合力 (resultant force); 平衡 (equilibrium); 刚体 (rigid 
body); 荷载 (load); 约束 与 约束 力 (constraint апа constraint force); 平面 简 图 (plane dia- 


gram); 受 力 分 析 (force analysis) 
习 题 


1. 思考 题 

(1) 怎样 确定 约束 力 的 方向 ?将 实际 工程 中 复杂 的 约束 抽象 成 简单 的 、 便 于 分 析 计 算 
的 约束 ， 应 该 遵循 什么 原则 ? 

(2) 插入 砖 墙 内 的 过 梁 ， 如 图 1. 20 所 示 。 试 分 析 墙 对 梁 的 约 东 情况 ， 梁 两 端的 支 座 
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分 别 可 以 简化 成 什么 支 座 ? 

(3) 固定 铵 支 座 的 支 座 反 力 方向 是 不 定 的 ， 但 
为 什么 在 简 图 中 却 可 以 用 两 个 相互 垂直 的 、 方 向 已 
知 的 力 来 表示 ? 

(4) ERF SF, FSF, 各 表示 什么 含义 ? 等 
式 Е,=Е+Е›, Е,=Е+Е› 又 分 别 代表 什么 含义 ? 

(5) 为 什么 说 一 个 合力 的 分 力 是 不 唯一 的 ? 

(6) 例 1-2 中 的 AB 杆 是 否 为 二 力 杆 ”如 果 考 虑 杆 件 自重 的 影响 ，AC 杆 和 BC 杆 是 
和 否 仍 为 二 力 杆 ? 

(7) 如 图 1. 21 一 1. 23 所 示 ， 图 (a) 为 结构 简 图 ， 图 (b) 为 构件 A 的 受 力图 ， 试 分 析 它 
们 是 否 正确 ?如 果 错 误 ， 请 改正 。( 构 件 AB 的 自重 不 计 。) 











1.20 





图 1.22 


(а) 





2. 填空 题 
(1) 力 的 三 要 素 是 
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第 1 前 ” 静 力 学 基础 






















































































































































































(2) 在 力 的 作用 下 大 小 和 形状 都 保持 不 变 的 物体 ， 称 为 
(3) 三 力 平衡 汇 交 定理 是 这 样 描述 的 。 作 用 于 刚体 上 3 不 相互 平衡 的 力 ， 阁 其 中 两 个 
力 的 作用 线 汇 交 于 一 点 ， 则 此 三 力 必 在 同一 平面 内 ， 且 
(4) 约束 力 的 方向 总 是 与 约束 所 限制 物体 的 运动 方向 
(5) 在 两 个 力作 用 下 平衡 的 构件 一 般 称 为 
(6) 作用 力 与 反作用 力 总 是 一 对 且 作用 在 两 个 
不 同 物体 上 的 力 。 
З. 判断 是 
(1) 所 谓 刚体 ， 其 实 是 一 种 理想 化 的 力学 模型 。(  ) 
D 力 的 可 传 性 原理 只 适用 于 刚体 . ( › 
G) 加 减 平衡 力 系 原理 适用 于 一 切 物体 。( ә 
(4) 合力 总 是 大 于 分 力 。 ) 
(5) 静 力 学 公理 中 ， кайт әкені 
( ) 
(6) PI ЗЕ ЕИО С ЈЕ. „С 
(7) 三 力 平衡 定理 指出 : 三 力 汇 交 于 一 点 ， [ мн › 
4. 单项 选择 题 R 
D 力 的 作用 线 都 相互 平行 的 ei Ж. 
А. 空间 平行 м 一 般 D. 平面 平行 
D 力 的 作用 线 都 汇 交 系 ы ) 力 系 。 
А. 空间 汇 交 25 /В 空间 Же 2 平面 汇 交 D. 平面 一 般 
G) 力 的 作 上 адат а, я Маа OHR. 
А. 空间 汇 B. 空间 一 般 С. 平面 汇 交 D. 平面 一 般 
СА) 可 限 物体 任何 方向 移动 ， 不 限制 物体 转动 的 支 座 称 为 (  ) 支 座 。 
А. EEE В. прај С. 固定 端 D. 光滑 面 
O 既 限 制 物体 任何 方向 运动 ， 又 限制 物体 转动 的 支 座 称 为 (  ) 支 座 。 
А. EEE В. Tae С. 固定 端 D. 光滑 面 
O 有 两 个 大 小 恒定 的 力 ， 作 用 在 一 点 上 ， 当 两 力 同 向 时 ， 合 力 为 A， 反 向 时 合力 为 
甩 ， 当 两 力 相互 垂直 时 ， 其 合力 大 小 为 ( d). 











А. VA +B Б./(АЗҒВО/2 С D. v (A+B)/2 
(7) 把 一 个 力 分 解 为 两 个 力 的 时 候 , ( ә. 
А. 一 个 分 力 变 大 时 ， 另 一 个 分 力 一 定 会 变 小 
В. 两 个 分 力 不 能 同时 变 大 
С. 无 论 如 何 分 解 ， 两 个 分 力 不 能 同时 小 于 这 个 力 的 一 半 
D. 无 论 如 何 分 解 ， 两 个 分 力 不 能 同时 大 于 这 个 力 的 2 倍 
5. 画图 题 
СТ) 画 出 图 1. 24 中 的 约束 力 方向 ， 假 定 接触 面 均 光 滑 。 
(2) 画 出 图 1. 25 中 各 构件 的 受 力 图 。 图 中 构件 自重 不 计 ， 假 定 所 有 接触 均 光 滑 。 
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А--В 
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(е) 








图 1.25 








2% 
平面 汇 交 力 系 


EFRA EA) 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 了 解 力 的 平行 四 边 形 法 则 、 力 的 多 边 形 法 则 


力 在 坐标 轴 上 的 投影 、 合 力 投影 定理 、 平 面 汇 
交 力 系 合成 的 解析 法 











平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 掌握 











平面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 重点 党 平衡 的 几何 条 | 性 3 平衡 的 解析 条 件 


Сжавияя! Ж 









技能 要 点 
平面 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 ў 工程 结构 受 了 


К 


45- 20 学 问 








所 示 ， 当时 用 两 条 直径 为 1. 33cm 的 钢丝 绳 起 吊 ， 222. кутуу 
断 开 ， 机 床 掉 下 ， 机 床 底 座 和 主轴 摔 坏 ， 损 失 价值 36 万 元 。 通 过 分 析 ， 事 故 主要 原因 是 
钢丝 绳 吊 索 选择 不 当 ， 超 负荷 吊装 ,根据 事后 计算 ， 吊 4t 货 件 ， 在 当时 的 吊装 角度 下 ， 
应 选用 直径 为 2cm 的 钢丝 绳 吊 索 ， 力 学 分 析 如 图 2.2 所 示 ， 作 用 在 吊 钩 上 的 3 个 力 ， 就 是 
一 组 平面 汇 交 力 系 ， 其 具体 合成 及 计算 见 本 章 2.2 节 。 这 起 事故 的 发 生 说 明 准备 工作 很 重要 ， 
若 在 工作 前 ， 有 关 人 员 经 计算 采取 符合 规定 直径 的 钢丝 绳 吊 索 ,就 可 以 避免 事 故 发 生 。 





图 2.1 图 2.2 
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тип= 





平面 汇 交 力 系 是 指 各 力 的 作用 线 汇 交 于 一 点 的 平面 力 系 。 平 面 汇 交 力 系 是 一 种 简单 的 
力 系 ， 是 研究 复杂 力 系 的 基础 。 





| 2. 1 平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 


力 的 平行 四 边 形 法 则 是 平面 汇 交 力 系 合成 的 基础 。 为 了 研究 问题 的 方便 ， 将 其 表述 成 
另外 一 种 形式 。 如 图 2.3(a) 所 示 ， 力 Fl ЖЕ, 作用 于 刚体 上 同一 点 A， 运 用 力 的 平行 四 边 
形 法 则 ， 可 以 作出 它们 的 合力 Fk。 合力 Ек 也 可 以 通过 如 下 方法 作出 ， 将 力 ҰАТ 50 
至 其 起 点 与 力 ғ 的 终点 重合 ， 然 后 连接 力 Е, 的 起 点 与 力 F 的 终点 ， 即 得 合力 Fr, W 
图 2. 3(b) 所 示 。 这 种 求解 合力 的 方法 称 为 力 的 三 角形 法 则 。 三 角形 ABC 称 为 力 三 角形 。 






































а) (b) 
К 2.3 ~ 
а ke у Ж 71А 以 通过 反复 运用 上 述 力 的 三 角形 
法 则 得 到 。 ‚а a rn Fi, Fa, +, Е, 组 成 ， 它 们 汇 
各 这 些 力 沿 其 作用 线 移动 到 A 点 。 


交 于 一 点 A， 如 图 2. 4 кее з 
然后 逐次 应 用 力 Sei ің. 先 将 力 Fi 合成 为 一 个 力 Еа. HJ Faf F, 合成 
为 一 个 力 Fe 。 这 样 不 断 进 行 下 去 ， 直 至 力 Е,. 最 后 得 到 一 个 力 Fx， 如 图 2. 4(b) 所 示 。 
这 个 力 就 是 平面 汇 交 力 系 的 合力 ， 它 的 作用 线 通过 汇 交 点 A。 由 于 力 的 平行 四 边 形 法 则 可 
以 用 矢量 运算 来 表示 ， 因 此 合力 Fr 也 可 以 用 矢量 运算 表示 为 


Қ-Е-Е----Е- У) F; (2-1) 
іші 








图 2.4 








为 矢量 的 加 法 运算 符合 交换 律 ， 所 以 在 合力 的 求解 过 程 中 ， 任 意 变 换 力 三 角形 的 作 
图 次 序 ， 不 影响 最 后 得 到 的 合力 Ек. 











ша 平面 汇 交 力 系 











上 面 合力 Fr 还 可 以 用 更 简单 的 方法 求 得 ， 即 在 作 图 时 不 必 将 中 间 合 力 Кы, Fre 等 画 
出 ， 而 只 需 将 各 力 Е. F, +, Е, 依次 首尾 相连 ， 最 后 连接 第 一 个 力 Е 的 起 点 A 与 最 
后 一 个 力 F, 的 终点 a,， 矢 量 AQ 即 为 合力 Fae， 如 图 2.4(c) 所 示 。 这 样 作出 的 多 边 形 
Aaaa, 称 为 力 多 边 形 ， 边 Aa, 称 为 封闭 边 。 这 种 求解 合力 的 几何 方法 称 为 力 多 边 形 
法 则 。 

例 2-1 压路机 在 路 面 上 受到 挡 条 的 阻碍 而 停止 运动 ， 如 图 2. 5(a) 所 示 。 已 知 碾子 
的 重力 G 二 63kN， 受 到 的 水 平 牵引 力 Р= 23. 1kN。 挡 条 对 轮子 的 作用 力 下 二 46. 2kN, 方 
向 偏离 竖 直 方向 30"。 试 用 几何 法 求 出 这 3 个 力 的 合力 Fre 






































解 : шалови 因此 是 一 平面 汇 交 力 系 。 按 比例 和 角度 作 
出 三 力 矢量 G、P、F， 如 图 2.5(b) 脾 示 \\ 将 它们 依次 癌 尾 相连， 得 到 力 多 边 形 Oabc， 则 
矢量 庆 即 为 合力 PR。 按 比例 尺 明 得 它 的 大 小 Ро Д 方向 沿 着 坚 直 线 向 下 ， 它 的 作用 
线 通过 原 力 系 的 汇 交点 Хх 
5 ке 
22.22 平面 汇 交 为 系 合成 的 解析 法 


平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 是 一 种 通过 力学 计算 求 得 合力 的 方法 ， 它 以 力 在 坐标 轴 上 
的 投影 为 基础 。 





2.2.1 力 在 坐标 轴 上 的 投影 





如 图 2.6 所 示 ， 直 角 坐 标 系 Ory 所 在 的 平面 内 有 一 һу 
力 下 ， 作 用 于 刚体 上 的 A 点 。 过 力 下 的 起 点 A 和 终点 B bi B 


向 xz AETR, EE а Mb, REE ab 的 长 度 再 冠 以 正 || ТГ 

负 号 ， 称 为 力 正 在 zx 轴 上 的 投影 ， 记 为 已 。 如 果 从 wa ” а 

810 的 指向 与 x 轴 的 正方 向 一 致 ， 则 F 取 正 号 ， 反 之 ВЕ ЕЕ И 

区 负 号 ， 因 此 图 2. 6 中 的 Е, 为 负 。 同 理 可 定义 力 下 在 б | | 

y 轴 上 的 投影 下 ,， 图 2. 6 中 的 F, ЖЕ. Ts 
记 工 轴 正 向 到 力 下 的 角度 为 a( 逆 时 针 )， 则 根据 

图 2. 6 中 的 几何 关系 ， 以 下 式 子 成 立 。 图 2.6 
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тепе 


Е, = Есоѕа 


+ Р (2-2) 
Е;,--Езіпа 








此 ， 力 在 坐标 轴 上 的 投影 是 代数 量 。 
反之 ， 如果 已 知 力 下 在 正 交 坐标 轴 上 的 投影 下 , 和 下 ,， 则 根据 式 (2-2) 可 以 确定 出 该 
力 的 大 小 和 方向 。 











ба Се іші 
за== ре, $ Е 
Ж. а 同样 为 x 轴 正 向 到 力 环 的 角度 。 


例 2-2 求 出 图 2.7(a)、(b)、(c)、(d) 中 各 力 F 在 zx 轴 和 yy 轴 上 的 投影 下 和 下 ,。 
设 各 力 的 大 小 均 为 10kN。 


(2-3) 

















@ о о 
т | ха т | т 
(а) (b) CE (4) 
f: 由 图 (a) 49: Е, ы. 15 
=Fsing=10X si Be 





HRIC), 18: ра 10 сон = ое 
F,=Fsing=10Xin225°=—7. 07(kN) 
日 图 (ec)， 得 : Е,-Есоза-10Хсов3157--7. 07(kN) 
F,=Fsing=10Xsin315°=—7. 07(kN) 
日 图 Cd) 18: Е, = Есоѕа= 10 Х соѕ270°=0 
Е, = Езіпоа = 10 5їп270° = — 1000) 
012-3 EAJ FH x 轴 和 > 轴 上 的 投影 下 МЕ, RHF: (1) F, 二 一 3kN, Е,- 
ДКМ; (2) F,=—3kN, Е,--а4км, 

М. D Е=/Е ЕЕ 037) 12 =N); 


На. 3 4 Е, а * 
сова р 5 0.6. віпа--“/5-<--5-0.8, а--126. 87 


Ж 





ЗР 








ЗЕ 



































(2) Е=/ Е БЕ = (— 32) 0—4) SN); 


Е, 38 є Ы, =4 58 
сова т 5 0. 6. эпа = = 0.8. а=233. 13 











2.2.2 合力 投影 定理 








作 














于 刚体 上 同一 点 A 的 两 个 力 F ЖІЕ,. WE 2.8 所 示 。 用 力 的 三 角形 法 则 作出 它 
20 






































шга FELCHA 

















们 的 合力 Fe。 在 力 的 作用 平面 内 建立 直角 坐标 系 Ory, 
分 别 作出 力 F,, Е, 和 Fr 在 z 轴 上 的 投影 1% Fs 和 
Fr。 由 图 可 见 
Fa= |а|. Е2=— ll F= lac] 
根据 图 中 的 几何 关系 ， 有 
[ас| = |аЬ|— 161 
9 此 
Pa= Pt hs 
上 式 可 以 推广 到 由 个 力 组 成 的 平面 汇 交 力 系 在 
т. УН ОНЕР. ШІ 
Fr Баз de 98 
(2-4) 
Fa = Fa Fe +e 








上 式 说 明 ， 合 力 在 某 一 轴 上 的 投影 等 于 各 分 力 
投影 定理 
2.2.3 К | 


用 合力 投影 定理 ， 2. 交 力 系 










е 上 的 投影 的 代数 和 。 此 即 合力 


ык 在 正 交 坐标 轴 上 的 投影 Re 和 

















ER。 再 根据 式 (2- 3)， л Fr 的 
Мета Е.) + (DF,) 
п n (2-52 
ХЕ. ХЕ: 
соза E > F ， Sina = Бн а F 
R R R R 
式 中 , a 为 x 轴 正 向 到 力 正 的 角度 。 
例 2-4 在 Oxy 平 面 内 有 某 一 汇 交 力 系 ， 如 图 2.9 所 示 。 已 知 Е, =30kN, Е, = 
法 求 该 力 系 的 合力 Fro 


45kN, Е;=15КМ, 


















































已 王 37.5kN， 各 力 的 方向 示 于 图 中 ， 试 用 解析 法 
合力 投影 定理 计算 Fs 在 +、y 轴 上 的 投影 Fe、 


Ем. 



































解 : (1) 先 利 
1 
Еһ D Е, Е,сов30%-- Е,сов120%-- F;cos225° + Е,сов315° = 19. 39(ЕМ) 
l 
4 
Fr = Х.Е; = Fisin30° + Е,віп1207-- Fssin225° + Fisin315° = 16. 85(kN) 
ігі 
(2) 再 利用 式 (2 -DREH Ек 的 大 小 和 方向 。 
Fr Ев 十 Ёк (19. 39) 十 (16.85) = 25. 69(kN) 
_ Ев _ 19.39 z Fr _ 16.85 a ie 
cosa = Fe 25.69 — = 0.75. sina Е. 25-69 0.66. a= 40.99” 2 41 
合力 Fr 的 作用 线 通过 汇 交 点 O 
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>-х 








12.3 平面 汇 交 力 көтен 





平面 汇 交 力 系 与 其 合力 等 效 ， 因 此 ， rn mots 力 系 的 
合力 等 于 零 。 根 据 式 (2- 1)， 亦 即 ж 


ЖӘЗЕ-0 _ (2-6) 
由 于 合力 的 求解 有 几何 法 wa ， 因 此 交 力 系 的 平衡 条 件 也 可 以 分 为 几 
2 


何 条 件 和 解析 条 件 两 种 。 ЖАН 如 下 。 


2. Е 
2.3.1 ТО авли 





用 几何 法 求解 平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 时 ， 式 (2- 6) 的 含义 是 力 多 边 形 中 的 封闭 边 为 
零 ， 或 者 说 ， 力 多 边 形 中 最 后 一 个 力 的 终点 与 第 一 点 的 起 点 重合 。 此 时 的 力 多 边 形 称 为 自 
行 封 闭 的 力 多 边 形 。 因 此 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 充分 必要 条 件 是 : 该 力 系 的 力 多 边 形 自 
行 封 闭 或 者 封闭 边 为 零 。 

012-5 压路机 在 路 面 上 受到 障碍 而 停止 运动 ， 如 图 2. 10(a) 所 示 。 已 知 碾子 的 重力 
G=63kN， 受 到 的 水 平 牵引 力 Р= 19. 1kKN。 障 碍 物 对 碾子 的 作用 力 下 与 竖 直 线 之 间 的 夹 
角 为 30"。 试 用 几何 法 求 出 力 下 的 大 小 ， 以 及 
此 时 路 面 对 碾 子 的 支撑 力 N 的 大 小 。 

解 : 选取 碾子 为 研究 对 象 ， 它 受到 重力 
С. JIJ P, 190527 F 以 及 地 面 支撑 
JN 的 作用 ， 受 力图 如 图 2. 10(a) 所 示 ， 这 些 
力 汇 交 于 碾子 圆心 0， 是 一 平面 汇 交 力 系 ， 碾 
子 在 该 力 系 作用 下 保持 平衡 。 因 为 力 矢量 С 
和 PP 的 大 小 和 方向 均 已 知 ， 所 以 先 按 比 例 作出 
GAP., 并 将 它们 首尾 相连 。 根 据 平面 汇 交 力 
图 2.10 系 平衡 的 几何 条 件 , 力 G、P、 五 和 N 4 个 力 
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构成 的 力 多 边 形 应 该 自行 封闭 。 结 合力 下 和 NN 的 方向 ， 最 后 作出 力 多 边 形 ， 如 图 2. 10(b) 
所 示 。 
根据 比例 尺 ， 可 以 量 得 
F=38.2kN, М--29.9ЕМ 
或 者 根据 几何 关系 ,利用 三 角 公 式 计算 得 到 力 和 NN 的 大 小 
Р. 19.1 









































511305 51130 = 38. 2(ЕМ) 
‚__Р 19.1 
N=G— = yN) 
012-6 平面 刚 架 ABCD 如 图 2.11(a) 所 示 , ЖЕЛЖФЖЕЛІРТЕНІ. Kh P= 








20kN。 不 计 刚 架 自重 , 求 A、D 两 处 的 支 座 反 力 Fa、Fp。 








图 2.11 


解 : 取 刚 架 为 研究 对 象 。 因 为 不 计 自 重 ， 刚 架 受 3 个 力 的 作用 : EDJ PHA, DW 
处 的 支 反 力 FA、Fp。 根 据 可 动 铵 支 座 的 性 质 ，Fp 的 方向 沿 着 竖 直 线 ， 而 固定 铵 支 座 А 的 
支 反 力 Fa 方向 待定 。 考 虑 到 刚 架 只 受 3 个 力 的 作用 而 保持 平衡 ， 根 据 三 力 平衡 汇 交 定理 ， 
这 3 个 力 的 作用 线 应 该 汇 交 于 一 点 ， 据 此 可 以 确定 出 支 反 力 Fa 的 方向 ， 从 而 画 出 刚 架 的 
受 力图 ， 如 图 2. 11(b) 所 示 。 这 3 个 力 组 成 力 多 边 形 Oa5， 根 据 平面 汇 交 力 系 平衡 的 几何 
条 件 ， 它 应 该 是 自行 封闭 的 ， 如 图 2. 11(c) 所 示 。 利 用 三 角 公 式 进行 计算 


tana— =0. 466. а--25; 


FF 一 -了 -一 -20 一 22.07(kN)， 作用 线 方向 与 水 平 线 夹 角 25°; 


А соза cos25° 


Fp=Ptan=20X tan25°=9.32(kN), 作用 线 沿 竖 直 方向 





























2.3.2 平面 汇 交 力 系 平衡 的 解析 条 件 




















解析 法 求解 平面 汇 交 力 系 的 平衡 问题 时 ， 式 (2- 6) 的 含义 是 合力 的 大 小 Fk =0. А 
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据 式 (2-5)， 有 





Fa = Ов + (DF) =0 


上 式 等 价 于 

У = 0, У, -0 (2-7) 
因此 ， 平面 汇 交 力 系 平衡 的 充分 和 必要 的 解析 条 件 是 力 系 中 各 力 在 个 正 交 坐标 轴 上 
的 投影 之 和 分 别 等 于 零 。 式 (2 - 7) 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 。 这 是 两 个 相互 独立 的 方 
程 ， 能 且 只 能 求解 两 个 未 知 量 。 
例 2-7 某 梁 结 构 如 图 2. 12(a) 所 示 ，A ІНЕ ЖЕ. В Эп] Ж. Ж. 
线 之 间 的 夹 角 为 30°。 在 梁 C 处 承受 集中 荷载 P 二 10kN。 不 计 梁 自重 , 求 A、B 两 处 的 支 
座 反 力 Fa、Fs。 








5 















































Е X> X ©) 
小 2.12 ж 


бірек аг 对 象 。 
(2) 画 受 力图 TÈ 12(b) 所 示 。 п] 5] ЖЕ В 处 的 支 反 力 Fs 与 支撑 面 
垂直 ， 即 与 水 平 线 之 间 的 夹 角 为 3 。 在 左 端 ， 固 定 铵 支 座 A 的 支 反 力 Fs ЙА A , 
但 方向 待定 。 梁 AB 在 支 反 力 Fh。、Fs 以 及 集中 荷载 P 的 作用 下 保持 平衡 ， 根 据 三 力 平衡 
汇 交 定理 ，F 的 作用 线 必须 通过 Fy ӘР 的 作用 线 交 点 O， 从 而 确定 出 Fa 的 作用 线 方向 。 
梁 АВ 的 受 力图 如 图 2.12(b) 所 示 。 

G) 列 平衡 方程 。 先 建立 直角 坐标 系 ， 选 取 为 汇 交点 O 为 坐标 原点 ， 如 图 2. 12(b) 所 
示 。 根 据 式 (2-7)， 有 












































> Fu 0. Facosa— Fgcos30° = 0 


УЕ, = 0; Fasing Fgsin30° — P = 0 
(4) 方程 求解 。 先 求 出 角度 a 根据 图 2. 12(b) 中 的 几何 关系 ， 有 


ICO| _|CBl|tan30" 6 А РЕС as 
тапа ТАС] TAC] 4 tan30 一 0. 866. а--40. 89 


从 而 可 求 得 











Fa=9.17kN, Fs=8.00kN 
上 述 结 果 均 为 正 值 ， 说 明 对 这 两 个 力 的 具体 指向 的 假定 与 实际 情况 一 致 。 反 之 ， 如 果 
所 得 结果 出 现 负 号 ， 则 表明 事先 假定 的 力 的 指向 与 实际 情况 相反 。 
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Шы 平面 汇 交 力 系 


例 2-8 某 支 架 结 构 如 图 2.13(a) 所 示 ，A、B УЕ. PHE BC 与 竖 直 线 之 
间 的 夹 角 为 40"， 与 横梁 AD 通过 铵 C 连接 ，C 点 为 横梁 AD 的 中 点 。 集 中 荷载 P=20kN， 
作用 在 D Ж. ЖМИ НЕ. ЖЕЛЕ ЖЕ A 的 支 反 力 Ел MEHE BC 所 受 的 力 М№с 。 

解 : (1) 确定 研究 对 象 。 由 于 Fa 和 和 都 与 横梁 AD 有 关 ， 因 此 可 以 选择 它 作 为 研究 
对 象 。 

(2) 画 受 力图 。 横 梁 AD 受到 斜 撑 BC 的 作用 。 由 于 自重 不 计 ， 和 斜 撑 BC 只 在 两 端 受 
力 ， 属 于 二 力 杆 件 ， 因 此 力 Ne 的 方向 沿 着 BC 方向 ， 即 与 竖 直线 之 间 的 夹 角 为 40"。 横 梁 
AD 同时 又 受到 固定 铵 支 座 А 的 支 反 力 Ел 作用 ， 方 向 待定 。 在 力 Ме. Fa 以 及 集中 荷载 
РЇ ЛЕ. WE AD 保持 平衡 。 根 据 三 力 平衡 汇 交 定理 ， 可 以 确定 出 支 反 力 Ел 的 方向 。 



















































































最 后 得 到 横梁 АР 的 受 力图 ， 如 图 2. 13(b) 所 示 。 
G) 列 平衡 方程 。 先 建立 直角 坐标 系 ， 将 坐标 原点 建立 在 汇 交 点 上 上， 如 图 2. 13(b) 
所 示 。 根 据 式 (2 -7) 列 平衡 方程 


ХЕ; = 0: Nacsin40" 一 ы 
i=] 


> Ен = 0: №ссоѕ40° 一 SS Р= 0 
i=l 
е 



































В 2.13 
(4) 方程 求解 。 先 求 出 角度 a。 因为 C 点 是 横梁 AD 的 中 点 ， 由 图 2. 13(b) 有 
ICD| |Ар| i 
| DE| ана” жапа”! [Ар|=2|СРр| 
此 
tana 一 2Xtan40" 一 1. 678. а--59. 21 
从 而 可 求 得 


FA 一 39.07kN， Nac 一 52.22kN 
上 面 求 出 的 Nec 实 际 上 是 斜 撑 BC 对 横梁 AD 的 作用 力 ， 根 据 作 用 与 反作用 定律 ， 斜 
TE BC 所 受 的 力 大 小 也 为 52. 22kN。 上 述 结果 均 为 正 值 ， 说 明 对 这 两 个 力 的 具体 指向 的 假 
定 与 实际 情况 一 致 。 
通过 前 面 几 个 例题 ， 可 以 总 结 出 求解 平面 汇 交 力 系 平衡 问题 的 步 又 如 下 。 
D 根据 题 意 ， 选 择 合适 的 平衡 体 作 为 研究 对 象 。 
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(2) 对 研究 对 象 进行 受 力 分 析 ， 画 出 受 力图 。 

G) 如 果 采 用 几何 法 求解 ， 则 作出 力 多 边 形 ; 如果 采 用 解析 法 求解 ， 则 先 建立 合适 的 
直角 坐标 系 ， 然 后 列 出 平衡 方程 。 

(4) 未 知 量 求解 :对 于 几何 法 ,根据 比例 尺 直 接 量 出 未 知 力 的 大 小 和 方向 ,或 者 利 
三 角 公 式 计算 求解 ;对 于 解析 法 ， 通 过 求解 平衡 方程 求 出 未 知 量 。 
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本 章 首先 介绍 了 平面 汇 交 力 系 合成 的 几何 法 ， 重 点 是 应 用 力 的 平行 四 边 形 法 则 及 多 边 
形 法 则 进行 平面 汇 交 力 系 的 合成 ; 在 平面 汇 交 力 系 合成 的 解析 法 这 一 节 ， 首 先 介绍 了 力 在 
坐标 轴 上 的 投影 方法 ， 然 后 介绍 了 合力 投影 定理 ， 即 合力 在 某 一 轴 上 的 投影 ， 等 于 各 个 分 
力 在 同一 轴 上 投影 的 代数 和 ， 重 点 ee ыш 利用 合力 投影 定 
理 ， 可 以 求 得 合力 的 大 小 和 方向 ， 见 下 式 。 



























Fr =V Fa t Fa = | (CANIF (> JF) 
X% F, 
соға = -Rin = Er- 2 
F R T R 
本 章 最 后 介绍 了 平面 汇 交 衡 条 件 : 平衡 足 的 充分 必要 条 件 是 该 力 系 的 








合力 为 零 ， е 2. ш. lf 析 法 表示 为 满足 下 列 两 个 方程 。 
F 


NG 3m -从 


-0 


关键 术语 


平面 汇 交 力 系 (system of coplanar апа concurrent forces); 几何 法 (geometrical method) ; 
解析 法 (analytical method); 合力 投影 定理 (resultant force projection theorem); 平衡 方程 


(equilibrium equation) 
习 题 


1. 思考 题 

(1) 如 图 2. 14(a) 、(b) 中 的 3 个 力 各 满足 什么 关系 ? 

(2) 用 几何 法 求 平面 汇 交 力 系 的 合力 时 ,任意 变换 各 分 力 矢量 的 作 图 次 序 ， 所 得 到 的 
力 多 边 形 是 否 相同 ? 所 得 到 的 合力 是 否 相同 ? 

G) 力 下 在 正 交 坐 标 轴 上 的 投影 与 力 在 正 交 坐标 轴 上 的 分 力 有 什么 关系 ? 
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Е Е 
(а) (b) 
图 2.14 

(4) 同一 个 力 在 两 相互 平行 的 坐标 轴 上 的 投影 是 否 相等 ? 用 解析 法 求解 平面 汇 交 力 系 
的 平衡 问题 时 ， 直 角 坐 标 系 的 方向 和 原点 选择 是 否 任意 ? 

2 填空 题 
(1) 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 的 几何 条 件 是 力 多 边 形 

(2) 平面 汇 交 力 系 合成 的 结果 是 一 个 алы 




















力 的 









(3) 力 垂 直 于 某 轴 ， 力 在 该 轴 上 投影 为 
(4) УЕ, =0 表示 力 系 中 所 有 的 力 在 

(5) 合力 投影 定理 ， 即 力 系 的 合力 在 
的 代数 和 。 


З. 判断 题 Ті 

(1) ЕЕ FE 是 力 多 边 形 身 行 对 半 。( › 

(2) ОМ si 4. та 大 小 一 定 相等 。( 
G) 力 下 在 某 一 为 一 定 为 零 。( ) 

Са) анг 26 76: ry 作 图 的 бол. 其 合力 不 变 。( › 
O 平面 汇 交 力 系 最 多 可 以 列 3 个 平衡 方程 ,求解 3 个 未 知 量 。(  ) 
4. 单项 选择 题 


(1) 一 个 物体 上 的 作用 力 系 ， 满 足 (  ) 条 件 ， 就 称 这 种 力 系 为 平面 汇 交 力 系 。 
А. 作用 线 都 在 同一 平面 内 ， 且 汇 交 于 一 点 
В. 作用 线 都 在 同一 平面 内 ， 但 不 交 于 一 点 
С. 作用 线 在 不 同一 平面 内 ， 且 汇 交 于 一 点 
D. 作用 线 在 不 同一 平面 内 ， 且 不 交 于 一 点 
D 平面 汇 交 力 系 的 合成 结果 是 (  )。 
А. 零 B. 一 合力 С. 一 合力 偶 D. 不 能 确定 
O 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 各 力 在 两 个 坐标 轴 上 投影 的 代数 和 
( Ja 











下 的 投影 的 HE. 
等 于 力 系 中 各 分 力 在 


















































k Ы 









































А. 一 个 大 于 零 ， 一 个 小 于 零 В. 都 等 于 零 

С. 都 小 于 零 D. 都 大 于 零 
(4) 平面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 是 ( ). 

А. ХЕ,-0 В. ХЕ,-0 

С. PF,=0 和 ZF,=0 D. 都 不 正确 


iens 


(5) 力 沿 坐标 轴 方 向 的 分 力 是 ( 。””)， 而 力 在 坐标 轴 上 的 投影 是 代数 量 。 

















A. 代数 量 B. 矢量 C. 不 确定 
(6) 平面 汇 交 力 系 有 ( ) 独 立 的 平衡 方程 。 
A. 一 个 B. 两 个 С. 34 р. 4 个 
5. 计算 题 
A) 分 别 用 几何 法 和 解析 法 求 图 2. 15 中 平面 汇 交 力 系 的 合力 。 已 知 Fl 二 Fs 二 20kN， 
Е, =30к№, Fı=40kN, J F, 作用 线 水 平 。 


(2) 平 

















- 4 个 力 的 方向 如 图 2.16 所 示 。 已 知 Fl 二 10kN, F:=7.5kN, F;=10kN, 








而 





Е,=12. 5kKN,， 求 每 个 力 在 +、y 轴 上 的 投影 。 





(3) = 


>x 





图 2.15 多、 图 2. 16 


处 受到 与 支架 同一 平面 的 3 个 力 Pi、 


ЖНА. 多 ,这 E HEGER. e таа ERS 
在 


座 连接 ， 不 计 杆 自重 ， тете, 








Р, 和 忆 ШЕН. Ж ыы, Р, = Р, = 3503. 方向 如 图 2. 17 所 示 。 求 此 时 


FF AB 和 BC БРЖА У). ЭЕ. ы р 











(4) 如 图 2. 18 所 示 ， 支 架 由 杆 AC 和 BC дй. РАНЕНО — Ўр E же БЕ ЖЕ АЕ БЕ Т 


墙 连接 ， 


另外 一 端 在 С 处 用 铵 连接 在 一 起 ， 并 在 此 处 承受 竖 直 向 下 的 荷载 Р=1КМ. 不计 


FAE, ZKIA Уй. ЖЕТ (а), 、(b) 两 种 情形 , 杆 AC 和 BC 所 受 的 力 。 
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A 2.17 图 2.18 


(5) 图 2.19 为 工地 上 采用 两 点 吊 起 吊 预 制 梁 的 示意 图 。 梁 重 40t， 钢 绞 线 与 水 平 线 的 








求 粱 匀速 上 升 时 ， 下 面 两 种 情形 ， 钢 绞 线 所 承受 的 拉力 : Da 一 30 ;， Фа--457, 


ша 平面 汇 交 力 系 


Сб) 某 平面 结构 如 图 2. 20 所 示 。 所 有 的 铵 均 光 滑 ， 杆 件 自重 不 计 。 在 C 点 受到 力 P 
的 作用 ， 方 向 如 图 所 示 。 求 此 时 杆 BD 所 承受 的 力 。 
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1 ы 
злая. 25 А yA: 
yer ETE A 浅 谈 力 短 之 美 
ET RT ARR” 
AERAR БЫА AEn ARAFA DFL” 69 ЖЖ. 
他 通过 大 量 实验 发 现 了 杠杆 原理 ， 即 “二 重 物 平衡 时 ， 它 们 离 支 点 的 距离 与 重量 成 反 
比 ”。 阿 基 米 得 对 杠杆 的 研究 不 仅仅 停留 在 理论 方面 ， 而 且 据 此 原理 还 进行 了 一 系列 的 
= 发 明 创造 。 据 说 ,他 曾经 借助 杠杆 和 
滑轮 组 ， 使 停放 在 沙滩 上 的 桥 船 顺利 
下 水 ,在 保卫 叙 拉 古城 免 受 罗马 海军 
袭击 的 战斗 中 ， 阿 基 米 得 利用 杠杆 原 
理 制 造 了 远 、 近 距离 的 投石 器 ， 利 用 
它 射 出 各 种 飞弹 和 巨石 攻击 敌人 ， 曾 
把 罗马 人 阻 于 叙 拉 古城 外 达 3 年 
5275; 
ЖАН Ж Ж-1{- АҚЫР? 我 
们 知道 ， 如 果 利用 杠杆 ， 理 论 上 就 能 
用 一 个 很 小 的 力 ， 把 地 球 所 起 来 ， 只 
图 3.1 要 把 这 个 力 施 加 在 杠杆 的 长 臂 端 ， 而 





за “н/ж 


将 地 球 放 在 短 臂 的 那 端 。 让 我 们 设想 阿 基 米 得 真 的 找到 了 一 个 星体 作 支 点 ， 再 设想 他 也 
做 成 了 一 根 足 够 长 的 杠杆 ， 我 们 可 以 计算 一 下 ， 把 地 球 援 起 lcm， 需 要 阿 基 米 得 在 杠杆 
的 长 臂 端 移动 多 远 的 距离 ? 

根据 目前 已 知 ， 地 球 的 质量 大 约 是 6X102kg， 假设 阿 基 米 得 能 在 长 臂 端 施 加 相当 
于 60kg 的 力 ， 那 么 他 要 通过 杠杆 援 起 地 球 ， 杠 杆 的 长 臂 应 当 等 于 它 的 短 臂 的 1 X10” 
倍 。 简 单 地 计算 一 下 就 可 以 知道 ， 把 短 臂 的 那 一 端 援 起 lcm， 就 得 把 长 辟 那 一 端 在 宇宙 
空间 里 画 一 个 大 弧 形 ， 弧 的 长 度 大 约 是 1X10*km。 就 是 说 ， 阿 基 米 得 如 果 要 把 地 球 所 
起 lem， 他 那 扶 着 杠杆 的 手 就 得 移动 大 到 这 样 不 可 想象 的 一 个 距离 。 

虽然 无 法 提供 一 个 支点 让 阿 基 米 得 援 动 地 球 ， 但 这 句 话 是 有 着 严格 的 科学 根据 的 。 


| 3.1 平面 力 ge 
3.1.1 力 对 点 的 矩 ЖА 


MKWE SKERP, MDEE DI EER А Д Ж. 移动 效 
应 和 转动 效应 。 如 手 推 门 ， 门将 转动 ， 如 图 a) 所 示 ， 图 3.2(b) 是 其 俯视 简 
图 。 这 就 是 力 对 物体 的 转动 效 成 






(a) (b) 


图 3.2 
力 对 物体 的 转动 效果 与 哪些 因素 有 关 呢 ? 仍 以 上 面 门 的 转动 问题 为 例 。 设 门 轴 即 转动 

















фы» О, 手 施 加 于 门 上 的 力 为 P， 如 图 3. 2(b) 所 示 。 由 生活 经 验 可 以 知道 ， 力 作用 点 与 
门 轴 距 离 越 远 ， 越 省 力 ; 力作 用 方向 与 门面 越 接 近 垂直 ， 越 省 力 。 可 见 ， 力 对 门 的 转动 效 
果 不 仅 与 力 P 的 大 小 有 关 ， 而 且 还 与 转动 中 心 О 到 力 P 作用 线 的 垂直 距离 nh 有关 。 因 此 ， 
可 以 用 乘积 P， hh 来 衡量 力 P 对 门 的 转动 效果 。 另 外 ， 如 果 改 变 力 忆 的 指向 ， 使 其 朝 相 反 
的 方向 ， 则 门将 作 反 方向 的 转动 。 

上 述 力 对 物体 的 转动 效果 ， 可 以 用 力 对 点 的 矩 ( 简 称 为 力矩 ) 来 表示 ， 即 力矩 是 度量 力 
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ИИК ЖОНИ ИИ. Жр ЫЙЫ ЛЖ. ШЖК». HEJER ЗЕР 
距离 称 为 力 臂 。 


据 前 


际 单 
多 的 

















化 ， 











如 图 3. 3 AR J PSEC O 位 于 在 同一 平面 内 。 力 了 对 点 O ЯО у МСР). № 
面 的 讨论 ， 有 








Mo (P)=P*°h (9-1) 
此 ， 在 平面 内 ， 力 和 矩 是 一 个 代数 量 。 它 的 绝对 值 等 于 力 的 大 小 与 力 臂 的 乘积 ， 它 的 











正 负 号 按 以 下 规定 选取 : 力 使 物体 绕 矩 心 作 逆 时 针 方向 转动 时 取 正 号 ， 反 之 取 负 号 。 在 国 





位 制 中 ,力矩 的 单位 是 N。m。 从 图 3. 3 可 以 看 出 ， 力 矩 的 大 小 两 倍 于 图 中 阴影 三 
ІҢЖ п. 
由 式 (3- 1) 可 知 ， 力 矩 等 于 零 的 两 个 条 件 是 : 四 力 等 于 零 ; @ 力 臂 等 于 零 ， 即 力 的 作 

















用 线 通 过 和 矩 心 。 另 外 ， 如 果 力 沿 着 其 作用 线 滑动 ， 则 由 于 力 的 大 小 和 力 臂 均 没有 发 生变 


因此 力矩 也 保持 不 变 。 
例 3-1 挖 土 机 的 机 械 辟 受 力 如 图 3.4 所 示 。 土 重 P=, HK /二 5m， 机 械 辟 











与 水 平面 之 间 的 夹 角 为 a, 求 下 列 两 种 情形 ， 力 P 对 点 oke (1) а--60% (2) а=30°, 


3.1. 


Co 











XP Ж 

Ж. BETTA. РАНА О ИУ А = соха, ІЗІН 
(1) МСР) Р. Аһ 4Х5соз60°=—10(КМ • т) 
(2) Mo (P) Peh 4X5cos30°=— 17. 32(kN • m) 
其 中 负 号 表示 力 了 对 点 O 的 矩 是 顺 时 针 转 动 的 。 
































2 合力 矩 定理 











在 平面 汇 交 力 系 中 ， 各 分 力 与 它们 的 合力 对 物体 的 作用 效果 等 效 ， 这 里 的 作用 效果 也 











包括 物体 的 转动 效应 。 由 于 物体 的 转动 效应 用 力矩 来 度量 ， 因 此 ， 平面 江 交 力 系 的 合力 对 

















于 平面 内 任 一 点 的 矩 等 于 所 有 各 分 力 对 于 该 点 的 矩 的 代数 和 ， 这 就 是 合力 矩 定理 。 它 可 以 

















式 中 ， 





式 子 表示 为 


Mo (Pr )= >м (Р) (3-2 


Mo(Pr) 和 Mo(P;) 分 别 为 合力 Pr 和 分 力 Р 对 同一 点 O 的 矩 。 式 (3- 2) 的 证 明 如 下 。 
如 图 3.5 所 示 ， 刚 体 上 的 A 点 作用 力 忆 ЖІР.. 它们 的 合力 为 Pe。 在 力 Р, ЖІР; 的 作 
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用 平面 内 任 取 一 点 О 作为 矩 心 。 过 O 点 作 OA WER Оу. H yis JI Pi, Р. ЖІР, 在 


вза FABR 


y Ah ЕВ ЛУ Obi, Ос Оа, . W) 
Mo(P,)=2X АОАВ 的 面积 =OAXOA 
Mo(P;) 二 2XAOAC 的 面积 二 OA XOc 
Mo (Pr ) 二 2X ЛОАР 的 面积 =OAX Od 
根据 合力 投影 定理 ,Od =0b +0, FÈ 
Mo (Pr)=Mo(P1)+Mo(P;,) 


以 上 证 明了 合力 矩 定理 在 两 个 分 力 时 的 情形 成 立 。 当 平面 汇 交 力 系 的 分 力 多 于 两 个 
时 ， 可 以 不 断 重复 运用 上 式 ， 最 后 证 得 式 (3 - 2). 

当 力 臂 不 易 求 出 时 ， 利 用 合力 矩 定理 常 可 以 简化 力矩 的 计算 。 

013-2 折 杆 结构 ABC 如 图 3.6 所 示 ，AB 杆 水 平 ，BC 杆 竖 直 。 已 知 |AB|=4m， 
1BC| 二 3m。A 点 作用 大 小 为 20kN 的 力 P， 它 与 水 平 线 的 夹 角 为 30", RH PIAC 
的 矩 。 





















































Ж. 3.6 
解 : ЛРУ САУЛЫК. 因此 利用 合力 矩 定理 ， 简化 计算 。 为 此 ， 先 将 力 Р 
分 解 为 P, ЖІР, 两 个 分 力 ， 如 图 3. 6 所 示 。 于 是 
Mc(P.)=—P,» | ВС| —Рсоз30°, | ВС| =—20Х0.866Х3=—51.96(КМ* m) 
Mc(P,)=P,* |АВ|=Рзїш30°, |АВ|=20Х0.5Х4=40(КМ* m) 
根据 合力 矩 定理 


Me(P) 王 Mec(P.) 十 Me(P,) 王 一 11.96kN。m 


13.2 平面 力 偶 


3.2.1 力 偶 和 力 偶 矩 

















在 实践 中 ， 经 常会 遇 到 两 个 大 小 相等 、 方 向 相反 且 不 共 线 的 平行 力作 用 在 一 个 物体 上 
的 情形 。 如 汽车 司机 转动 方向 盘 时 双手 施加 的 力 ， 如 图 3.7 所 示 。 显 然 ， 这 两 个 力 的 矢量 
和 等 于 零 。 但 由 于 两 个 力 不 共 线 ， 不 能 互相 平衡 ， 它 们 对 物体 的 作用 效果 是 使 物体 在 力作 
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тип= 











平面 内 发 生 纯 转动 。 这 种 由 两 个 大 小 相等 、 方 向 相反 且 不 共 线 的 平行 力 组 成 的 力 系 ， 称 
AHB WEF, F), WA 3.8 所 示 。 力 偶 的 两 个 力作 用 线 之 间 的 距离 d 称 为 力 偶 臂 ， 
两 个 力 所 在 的 作用 平面 称 为 力 偶 作 用 面 。 


















































图 3.7 图 3.8 
由 于 力 偶 的 两 个 力 平行 ， 无 法 合成 为 一 个 合力 ， 因 ЭЙ БИЕ 一 个 力 来 代替 。 力 偶 

















偶 矩 来 度量 。 力 偶 矩 的 大 小 等 于 力 偶 中 的 两 个 作用 面 内 任 一 点 的 矩 的 代数 和 。 
设 有 一 力 偶 (fF，F')， 其 力 偶 辟 为 dy WEI. 8 所 示 。 力 偶 对 力 偶 作 用 面 内 任 一 点 О 
ПАУ МСЕ. Е'), ， 于 是 


ме, курд ау ж 
ТАР. | Oa] +Е хр 


Р =F 10. ik 

可 见 ， 力 偶 矩 的 大 7 к - 力 乘 以 力 偶 Pa 与 矩 心 位 置 无 关 ， 因 此 在 表示 平面 力 偶 矩 

时 可 以 不 指明 和 矩 心 ,Xia 作 МОЕ. FORM. T 
力 偶 的 转向 不 同 ， 对 物体 产生 的 转动 效果 也 不 同 。 因 此 力 偶 的 作用 效果 由 下 面 两 个 因 

素 决定 ，@ 力 偶 矩 的 大 小 ; @ 力 偶 在 力 偶 作 用 面 内 的 转向 。 可 见 ， 平 面 力 偶 矩 是 一 个 代数 

量 ，M 三 士 F，d， 当 力 偶 使 物体 逆 时 针 转 动 时 取 正 号 ， 反之 取 负 号 。 力 偶 和 矩 的 单位 与 力矩 

的 单位 相同 ， 即 N。m。 


和 力 一 起 ， 构 成 了 静 力 学 的 两 个 基本 要 素 。 
力 偶 对 物体 的 作用 效果 仅仅 使 物体 在 mt 转动 。 力 偶 对 物体 的 转动 效果 用 力 








3.2.2 平面 力 偶 的 等 效 定理 











由 于 力 偶 仅 仅 使 物体 在 力 偶 作 用 面 内 转动 ， 而 力 偶 对 物体 的 转动 效果 采用 力 偶 矩 来 度 
量 。 因 此 ,在 同一 平面 的 两 个 力 偶 ， 如 果 力 偶 矩 相等 ， 则 两 力 偶 彼 此 等 效 。 这 就 是 平面 力 
偶 的 等 效 定理 ， 对 它 的 详细 证 明 从 略 ， 读 者 可 以 参见 有 关 书 籍 。 
平面 力 偶 的 等 效 定理 给 出 了 平面 力 偶 的 等 效 条 件 。 由 此 可 以 得 到 平面 力 偶 的 两 个 
性 质 。 
(1) 力 偶 可 在 力 偶 作 用 面 内 任意 移动 ， 而 不 改变 它 对 刚体 的 转动 效果 。 即 力 偶 对 刚体 
的 转动 效果 与 力 偶 在 力 偶 作 用 面 内 的 位 置 无 关 ， 如 图 3. 9 所 示 。 

(2) 同时 改变 力 偶 中 力 的 大 小 和 力 偶 臂 的 长 短 ， 但 保持 力 偶 矩 的 大 小 和 转向 不 变 ， 则 
力 偶 对 刚体 的 转动 效果 不 变 ， 如 图 3. 10 所 示 。 
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вза FABR 








Ж Е 
my со 
CE са 
图 3.9 
Fd=Fid, 
naf 
由 此 可 见 ， 力 偶 在 力 偶 作 用 面 内 的 位 置 、 
小 和 力 偶 剧 的 长 短 ， 都 不 是 力 偶 对 刚体 转 Шіл Тыл “7 


ІМ. ЯАЛАА ИН ЖОЛЫН 量 。 今 后 将 
接 采 用 图 3. 11 Тажал Ана TT ы ® 
等 因素 。 хх @ 3.11 

y“ 


хы Жуз. (0з зиннаи 


3.3.1 平面 力 偶 系 的 合成 


作用 于 同一 平面 内 、 同 一 刚体 上 的 一 组 力 偶 ， 称 为 平面 力 偶 系 。 平 面 汇 交 力 系 可 以 合 
成 为 一 个 合力 ， 那 么 平面 力 偶 系 的 结果 又 怎样 呢 ? 

如 图 З. 12(a) 所 示 ， 在 刚体 的 同一 平面 上 作用 有 两 个 力 偶 (本 FOAME: Е), 它们 
的 力 偶 臂 分 别 为 & 和 心 ， 力 偶 矩 分 别 为 M 和 M: 。 根 据 平面 力 偶 的 性 质 ， 可 以 将 力 偶 
(Fs ，F2) 等 效 成 力 偶 (Fs ，F3 )， 使 得 力 偶 (F ，F3 ) 的 力 偶 辟 ds 二 di， 并 且 力 Е. 的 方向 
与 力 本 的 方向 一 致 ， 如 图 3. 12(b) 所 示 。 由 力 偶 等 效 的 原则 ， 此 时 
Е,-М/а 

由 于 力 F ЖЕ, 作用 在 同一 点 A 处 ， 因 此 可 以 将 它们 合成 为 一 个 合力 下 。 同 理 ， 力 
本 和 也 可 以 合成 为 一 个 合力 Е'. WA З. 12(c) 所 示 ， 其 中 (假设 Е, Е) 

Е-Е8-Е, Е-Е-Е 

ИЛ ЕЖ ЕЭОМН, ЭГИН, жн. AERAR, К). È 

与 原 力 偶 系 等 效 ， 称 之 为 合力 偶 ， 记 合力 偶 矩 为 M， 于 是 


































































































Е, 
Еу 
- А è 
F; 
(a) (b) (с) 
图 3.12 
M=F • di=(Fs—Fi)di=Fsdi—Fidi=M;:+M, 
重复 运用 上 述 结果 ,就 可 以 求 得 由 个 力 偶 组 成 的 平面 力 偶 系 的 合力 偶 算 
M= ум (3-3) 
上 式 说 明 ， 作 用 于 同一 刚体 上 的 平面 力 偶 系 ， 可 以 合成 为 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 矩 等 于 
各 个 力 偶 矩 的 代数 和 。 











3.3.2 平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 


平面 力 偶 系 与 它 的 合力 偶 等 效 ， 
于 零 ， 也 即 


例 3-3 如 图 3.13(a) 
平衡 。 已 知 梁 长 /二 5m 
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解 : В аа ЕЕ. ЕМ ЖЕРЕБЕ Fr 沿 
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ІН 支 染 AB 
щш г 


ge 
д 
F 系 平衡 的 充分 和 必要 条 件 是 合力 偶 矩 等 
У 


РА 


ЖЫ M=10kN өтт 的 力 偶 作 用 保持 
， 求 此 时 支 座 A、B 的 约束 反 力 





(3-4 


(b) 


图 3.13 


着 竖 直 方向 , 通过 支 座 中 心 。A УІНЕ 











支 座 ， 它 的 支 座 反 力 Fs 通过 支 座 中 心 ， 但 方向 待定 。 梁 АВ 受到 力 偶 和 支 座 反 力 Ел, Fp 
的 作用 保持 平衡 。 由 于 力 偶 只 能 通过 力 偶 平衡 ， 因 此 力 КА 和 Fs 必须 构成 一 对 力 偶 。 也 
即 F 也 沿 着 竖 直方 向 ， 与 Fs 方向 相反 ， 大 小 相等 。 梁 的 受 力图 如 图 3. 13(b) 所 示 。 
根据 平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 ， 列 出 平衡 方程 
ХМ-о/М-Е,.1-0 
解 得 
Fa M-L aN), Fs=Fa=2kN 


方向 如 图 3. 13(b) 所 示 。 
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ЖзЕ +шлй*® 





93-4 =EN h EAH АВ 和 BC 构成 ， 如 图 3. 14(a) 所 示 。 在 АВТ ЕЕ 
有 两 个 力 偶 ， 力 偶 矩 大 小 分 别 为 M =—2kN + m 1 М, = —4КМ • т, BARAS b= 
8m， 高 A 二 6m， 忽 略 刚 架 自重 和 所 有 贸 的 摩擦 ， 求 刚 架 平衡 时 A、C 两 处 的 支 座 反 力 。 









































(a) 


图 3.14 


解 : A、C 均 为 固定 贸 支 座 ， 因 此 它们 的 支 座 反 力 Е, Me 均 为 通过 支 座 中 心 的 由 
中 力 。 

先 分 析 折 杆 BC。 由 于 忽略 自重 ， 它 只 在 两 力 的 作用 ， 因 此 是 一 个 二 力 杆 。 
从 而 确定 支 座 反 力 Ес 沿 着 BC 两 点 的 连 线 ， 如 (b) 所 示 。 

然后 对 刚 架 整 体 分 析 。 刚 架 受到 的 主 恺 RIWAI, ARIILE Fa 和 
Fec。 由 于 力 偶 只 能 通过 力 偶 平 衡 ， 因 和 Fe 必须 构成 一 对 力 偶 ， 刚 架 才 能 保持 平 
衡 。 由 此 可 以 确定 ， а” Ж 小 相等 ， с дай 。 整 个 刚 架 的 受 
力图 如 图 3. 14(b) 所 示 。 


dae А 列 出 平 
= 0; Мея d=0 


根据 几何 关系 








® 
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VEFE 








cosa 0. 832, d=bcosa=8X0. 832=6. 65(m) 


RAER, 得 


Mı +M: nt ane, EN 
4 6656 0.901(kN) 








х= 
而 
Ес--Е,---0.901КМ 
Fa 和 Fc 中 的 负 号 表示 支 座 反 力 Fa 和 Fe 的 实际 方向 与 图 3. 14(b) 中 所 示 方 向 相反 。 
此 题 也 可 以 通过 分 析 折 杆 АВ 来 取代 整体 分 析 。 有 兴趣 的 读者 可 以 自行 练习 ， 并 比较 
两 种 方法 的 异同 。 





本 童 首先 介绍 了 平面 力 对 点 之 矩 ( 力 矩 ) 的 相关 知识 包括 力矩 、 矩 心 和 力 臂 的 概念 ， 
力矩 的 计算 方法 ， 并 介绍 了 合力 矩 定理 ， 即 合力 对 任 一 点 的 矩 等 于 所 有 分 力 对 该 点 矩 的 代 
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iens 








数 和 ; 然后 介绍 了 平面 力 偶 的 相关 知识 ， 包 括 力 偶 、 力 偶 臂 及 力 偶 作 用 面 的 定义 ， 力 偶 矩 
的 计算 方法 及 性 质 。 
本 章 最 后 重点 介绍 了 平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 : 合成 时 ， 作 用 于 同一 物体 上 的 平面 力 


偶 系 可 以 合成 为 一 个 合力 偶 ， 合 力 偶 矩 等 于 各 个 力 偶 矩 的 代数 和 ， 即 М = Ум; 平面 力 












































偶 系 平衡 的 充分 必要 条 件 是 合力 偶 和 矩 等 于 零 ， 即 满足 ум =0, 


关键 术语 


力 对 点 之 矩 (moment of force about a point); 2-7 4 Ж Ӯ (theorem of moment of re- 
sultant force); 7484 218 Е (соцрІе апа moment of 平面 力 偶 系 (system of the 
couple in а plane); 合力 偶 (resultant couple) 


у 
и 
КОШ: 


(1) Т ТН 

(2) 如 图 3. 15 所 示 ， Т, 4 个 大 小 相等 的 力 ， 它 们 刚 
oa 人 A na i 平衡， 并 说 明 原 因 。 

(3) 力 和 力 侦 那 为 什么 图 6 中 承受 主动 力 P 和 力 侦 M 作用 的 轮子 能 保 
持 静 止 ? 





图 3.15 图 3.16 
(4) 在 例 3-4 中， 如 果 将 力 偶 M 作用 在 折 杆 BC Е. 那么 A、C 的 支 座 反 力 是 否 会 
发 生 改 变 ? 如 果 发 生 改变 ， 那 么 是 否 与 平面 力 偶 的 第 一 个 性 质 相 矛 盾 ? 
2. 填空 题 









































Q) 平面 力 对 点 之 矩 是 度量 力 使 物体 绕 某 一 E 效应 的 物理 量 ， 是 一 个 
代数 量 ， 其 大 小 等 于 力 的 大 小 与 的 乘积 ， 其 正 负 号 的 规定 是 : 力 使 物体 绕 和 矩 心 
方向 转动 时 力矩 取 正 号 ， 反 之 取 负 号 。 

(2) 当 力 的 作用 线 通过 时 ， 力 对 点 的 矩 为 零 。 























(4) 力 偶 对 作用 平面 内 任意 点 之 矩 都 等 于 
(5) 力 偶 在 任 一 坐标 轴 上 的 投影 的 代数 和 
(6) 平面 力 偶 系 的 合成 结果 是 一 
З. 判断 题 
(1) 力 偶 只 能 使 刚体 转动 ， 而 不 能 使 刚体 移动 。( 
D 力 偶 只 能 由 力 偶 来 平衡 ( › 





























个 ,平面 力 偶 系 的 平衡 方程 有 


сзи PAIBA 


) 





O 力 偶 的 两 力 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 它 们 的 合力 为 零 。( ) 


(4) 平面 力 偶 矩 的 大 小 与 矩 心 点 的 位 置 有 关 。( 

















O 力 沿 其 作用 线 任意 滑动 不 改变 它 对 同一 点 的 矩 。( 











) 


(6) 力 偶 中 的 两 个 力 在 其 作用 面 内 任意 轴 上 的 投影 的 代数 和 恒 为 零 。( 
D 平面 力 偶 系 平衡 的 充 要 条 件 是 : 各 力 偶 矩 的 代数 和 为 零 . ( › 











4. 单项 选择 题 





(1) 平面 力 对 点 的 矩 是 (  ). Ж 


С. RUDE, RIRA 
D. 互相 平衡 的 两 1 озан 
(3) Жатаев са дее 
向 如 图 3. 17 所 示 ， ы А 





) 


(3) 由 两 个 、 的 平行 力 组 成 的 力 系 称 为 力 偶 。 


ә 


жі D. 自由 矢量 


А. 代数 量 В. 滑动 矢量 下 定位 矢量 
(2) 关于 力 对 点 之 矩 ，( ) 说 法 是 错误 的 
А. 力 对 点 之 矩 与 力 的 大 小 和 方 加 站 而 和 和 矩 心 位 置 无 关 


В. 力 对 点 之 矩 不 会 因为 力 夭 ; 线 移动 而 改变 


HHF 
IFF 


、 作用 于 杆 的 男 一 端 ， 大 小 、 方 


А. М< в, М,=М,<М, 
с. М.-М, я D. М,--М,>>М, 
(4) 如 图 3. 18 所 示 ， 要 使 圆柱 体 深 上 台阶 ， 则 在 圆柱 体 最 高 点 作用 的 力 中 最 省 力 的 
是 ( › 
A. Е B. F С. Е, D. Е, 





3. 17 


O 平面 力 偶 系 合成 的 结果 是 一 个 ( ). 


A. 合力 В. 合力 偶 сз 








tt 
Б 








5. 计算 题 


ERA 


ЕЛІ 








O 圆 盘 边 缘 上 的 A 点 作用 一 大 小 为 1kN 的 力 P， 方 向 如 图 3.19 所 示 。 圆 盘 的 半径 
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fany 
为 Im， 求 此 力 对 O、B 、C 三 点 的 力矩 。 
(2) 刚 架 结构 如 图 3. 20 所 示 ， 在 C 点 作用 力 P， 求 它 对 A、D 两 点 的 矩 。 





图 3.19 图 3.20 








(3) 在 图 3. 21 所 示 结 构 中 , Ж АВ 承受 一 力 偶 矩 为 M 的 力 偶 作 用 ， 分 别 求 下 面 (a)、 
(b) 两 种 情形 ， 支 座 A、 忆 的 约束 反 力 。 已 知 梁 长 为 /， 自 重 锥 对 ， 所 有 铵 光滑 。 


==, 


(а) 
сім 














(4) 某 结构 如 图 3. 22 М/А? i ， 在 AB 折 杆 上 施加 一 力 偶 矩 为 
M 的 力 偶 ， 求 支 座 A, БА Бл. МИ ин 


NG 








«Йй = 
平面 任意 力 系 











Сжвнтеа | 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
是 қ т” š 力 的 平移 定理 、 平 面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 
平面 任意 力 系 的 简化 掌握 简化 、 固 定 支 座 
平面 任意 力 系 的 平衡 重点 掌握 平面 任意 交管 的 平衡 条 件 、 构 件 系 的 平衡 




















z т 
人 本 章 技能 要 点 ， NA 
E у, 3 
技能 要 点 == 应 用 方向 
固定 支 座 X ынын 
平面 任意 力 系 的 平衡 Уй 点 掌握 杆 、 刚 架 、 枯 架 ) 约 束 反 力 的 计算 








а 3 
MERET Кей ЭА 
跷 跷 板 的 力学 问题 

在 很 多 儿童 游乐 场 中 多 有 供 幼儿 玩 要 的 跷 跷 板 ， 两 个 儿童 分 别 坐 在 两 端 ， 手 扶 把 
柄 ， 顺 次 用 脚 踏 地 跷 跷 板 就 会 一 上 一 下 地 运动 ， 孩 童 们 非常 快乐 。 如 果 两 个 儿童 的 体重 
不 同 ， 则 他 们 该 如 何 坐 才能 保证 玩 跷 跷 板 最 省 力 ? 

这 是 一 道 很 有 趣味 的 力学 平衡 问题 。 试 想 跷 跷 板 的 两 端 坐 的 孩子 体重 相等 ， 由 于 跷 
跷 板 的 两 端 距离 跷 跷 板 的 中 间 转 轴 的 距离 相等 ， 那 么 ， 由 两 个 孩子 体重 产生 的 对 转轴 的 
作用 力矩 是 相等 的 。 如 果 无 其 他 外 力作 用 ， 壁 如 他 们 都 静 静 地 坐 在 上 边 ， 不 用 脚 踏 地 ， 
跷 跷 板 将 处 于 静 平 衡 状态 ， 不 会 产生 上 下 运动 。 


| 4. 1 平面 任意 力 系 的 简化 











各 力 的 作用 线 既 不 汇 交 于 一 点 ,彼此 也 不 都 互相 平行 的 平面 力 系 称 为 平面 任意 力 系 。 
这 是 一 种 最 普遍 的 平面 力 系 ， 在 工程 实践 中 广泛 存在 。 例 如 ， 图 4. 1 所 示 的 刚 架 结构 ， 受 
到 水 平 向 的 分 布 荷 载 、 竖 直 向 的 集中 荷载 以 及 支 座 的 约束 反 力 作用 ， 这 些 力 构成 了 一 组 平 
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面 任意 力 系 。 
当 物 体 所 受 的 力 关于 某 一 平面 对 称 时 ， 往 往 也 
可 以 简化 为 平面 力 系 。 例 如 ， 图 4. 2(a) 所 示 为 一 重 
力 式 挡 土 墙 。 相 对 于 它 的 横 截 面 尺寸 ， 挡 土 墙 在 
向 的 尺寸 要 大 很 多 。 当 它 受到 的 土 压力 沿 纵 向 保持 
不 变 时 ， 对 挡 土 墙 的 受 力 分 析 可 以 采用 单位 长 度 上 
的 一 段 来 分 析 ， 圭 压力、 地基 反 力 以 及 自身 重力 关 
Re 于 这 一 段 的 横 截 面 对 称 ， 这 些 力 在 这 个 对 称 面 上 构 
成 了 平面 任意 力 系 ， 如 图 4. 2(b) 所 示 。 











Ж 



































六 















地 基 反 力 


(b) 


4.1.1 or же 


力 的 平移 定理 是 平面 任意 力 系 向 其 作用 面 内 一 点 简化 的 理论 基础 。 这 个 定理 指出 ， 可 
以 把 作用 于 刚体 上 某 点 A H F 等 效 地 平行 移动 到 任意 点 B， 但 必须 同时 附加 一 个 力 偶 ， 
这 个 力 偶 的 矩 等 于 原来 作用 于 A H F 对 新 作用 点 В 的 矩 。 

对 这 个 定理 的 证 明 如 下 。 

设 力 正 作用 于 刚体 上 的 A 点 ， 如 图 4 3(a) 所 示 。 在 刚体 上 任 取 一 点 已， 并 在 其 上 添 
加 与 力 下 平行 的 一 对 平衡 力 和 下， 其 中 Fi 二 Fi 二 下， 如 图 4.3(b) 所 示 。 根 据 静 力学 
的 公理 2， 这 3 AHF, Е 和 本 与 力 下 等 效 。 不 难 发 现 ， 此 时 力 下 和 构成 了 一 个 力 偶 
(Е, Е), УОН 












































М=Мь(Е) = Еа (4-1) 





(а) (b) (с) 


Фаш 平面 任意 力 系 








由 于 力 F 和 下 大 小 相等 ,方向 一 致 ， 相 互 平行 ,因此 上 述 过 程 相当 于 把 原来 作 
于 A 的 力 下 平行 移动 到 了 任意 点 В. 但 同时 附加 了 一 个 矩 为 M 的 力 偶 ， 如 图 4.3(с 
所 示 。 

应 用 力 的 平移 定理 时 ， 应 注意 力 在 平移 过 程 中 ， 大 小 和 方向 始终 保持 不 变 ， 但 附加 的 
力 偶 矩 的 大 小 和 正 负 号 随 着 选取 点 的 不 同 而 改变 。 


сш 





> 
































4.1.2 平面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 简化 


























设 平面 任意 力 系 FI，F,，…，,。 分别 作用 于 刚体 上 的 点 A, A +. Ans Ш 
图 4. 4(a) 所 示 。 在 刚体 上 任意 选取 位 于 力 系 作用 平面 内 的 一 点 О, 4.7 Ж! 
力 的 平移 定理 ， 将 力 系 中 的 每 一 个 力 都 平行 移动 到 简化 中 心 。 记 Е 1, 2, +, л) 
力 Fi 平移 到 简化 中 心 后 的 力 ，M; AH Е, З) ату б, 则 
Ғі-Е. M;=Mo(F;) 


原平 面 任意 力 系 等 效 为 一 个 作用 在 简化 中 ， Ес енеке 


ты а 4. 4(b) 所 示 。 
ЗСЗ Е. Е. romea н, 


RN ХЕ (4-2) 
Шаа гэн Mo, 

үй; >м, > (4-3) 

综 上 所 述 ， -n 平面 任意 力 其 作 用 面 内 一 点 简化 ， 可 以 得 到 一 个 力 和 一 


个 力 偶 ， 如 图 4. 4( ЖОТА ТЕТЕ РЛ ТЕЛІ ІІ 
作用 线 通过 简化 中 心 ; 这 个 力 偶 的 矩 Мо 称 为 该 力 系 对 简化 中 心 的 主 和 矩 ， 它 等 于 力 系 中 所 
有 力 对 简化 中 心 的 矩 的 代数 和 。 

















© 
图 4.4 
ER Fk 的 求解 ,一 般 采用 解析 法 。 以 简化 中 心 О 点 为 原点 建立 直角 坐标 系 ， 如 图 





























4.4(b) 所 示 。 由 于 F' 二 F;， 因 此 它们 在 同一 坐标 轴 上 的 投影 也 相等 。 记 力 К, ЯШЕ {ЕЛ 轴 
上 的 投影 分 别 为 Fe 和 已 :， 它 们 在 y 轴 上 的 投影 分 别 为 Fy; 和 下, ， 主 矢 政 在 工 轴 和 > 轴 
上 的 投影 分 别 为 Fe 和 ғ». 1 于 Fk 是 平面 汇 交 力 系 Fi ，F;，…，F, 的 合力 ， 根 据 合力 
投影 定理 ， 有 
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тип= 


Ға- У R= % Ба, FRS > Е;- > Е, (4-4) 
i=j ізі ї=1 dl 
从 而 可 以 确定 处 主 矢 下 的 大 小 和 方向 。 








F= vV Fa F FRY = | (1 Е„)* + (DF,)’ 

Pe D р. 212 

Fh Fh . SIna ЕК 万 

RP, a 为 z 轴 正 向 到 主 和 撩 Fk 的 角度 。 
最 后 需要 指出 的 是 , 平面 任意 力 系 向 其 作用 面 内 一 点 简化 ， 所 得 到 的 主 矢 的 大 小 和 方 

向 与 简化 中 心 无 关 ， 而 所 得 到 的 主 和 矩 一 般 与 简化 中 心 的 位 置 相关 。 


(4-5) 














соза 











4.1.3 平面 任意 力 系 的 简化 结果 讨论 











平面 任意 力 系 向 其 作用 面 内 一 点 简化 。 可 以 和 到 不 人 人 和 一 个 力 个 根据 主 矢 和 主 和 
是 否 等 于 零 ， 有 4 种 情形 ， 现 分 别 进行 讨论 。 Ж 





1. È% Ғұ%0. #3 Mo=0 _ 

копелиилиникане ЁК елка, жәен 
任意 力 系 的 合力 。 X * 

2 зж у=, жЕ MAW „ӨР 

ININE TARAR, AMRS TEE. Mh TAMET ENIE 
AE, KI EARRA AAM E 
系 的 简化 结果 与 简化 决心 的 位 置 无 关 。 T 


3. Ж Еъ520, #6 Mo 天 0 


此 时 力 系 还 可 以 作 进一步 的 简化 。 如 图 4.5(a) 所 示 ， 原 力 系 向 简化 中 心 O 简化 的 结 
果 是 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 现 将 这 个 力 偶 用 两 个 力 Ек 和 ККЖ. ЖР Fk 二 一 Fi 二 Fk， 
如 图 4. 5Cb) 所 示 。 由 于 力 下 和 有 构成 了 一 对 平衡 力 系 ， 因 此 可 以 将 它们 从 刚体 上 移 去 ， 
从 而 只 剩 下 一 个 作用 于 OOS Fr, WE 4. 5(c) 所 示 。 这 样 ， 原 力 系 就 被 简化 成 为 它 的 
合力 ， 这 个 合力 的 大 小 和 方向 与 原 力 系 的 主 矢 相同 ， 作 用 线 通过 O' 点 ， 到 简化 中 心 O 的 
距离 可 由 下 式 确定 。 












































(4-6) 





(а) (b) (с) 


аны зинв/я 




















至 于 合力 作用 线 在 简化 中 心 O 的 哪 一 侧 ， 需 要 根据 主 失 的 方向 和 主 矩 的 正 负 号 确定 
由 式 (4-6) 可 知 ， 平 面 任意 力 系 的 合力 对 简化 中 心 О 的 拢 为 
Mo( Fr) =Fr • d=Mo 











根据 式 (4-3) 
Мо- УМЕ) 
于 是 


Mo(Fr)= УМ cr, ) (4-7) 


上 式 说 明 ， 平面 任意 力 系 的 合力 对 简化 中 心 O 的 矩 等 于 平面 任意 力 系 中 每 个 力 对 O 
点 的 矩 。 考 虑 到 简化 中 心 可 以 任意 选取 ， 于 是 得 到 如 下 的 定理 : 平面 任意 力 系 的 合力 对 作 
用 面 内 任 一 点 的 矩 等 于 力 系 中 各 力 对 同一 点 的 矩 的 代数 和 。 这 个 定理 称 之 为 平面 任意 力 系 
的 合力 矩 定理 。 


4. ЖА Ғұ-0. ЖЖ Mo=0 «9 


这 时 力 系 互相 平衡 。 对 这 种 情形 的 详细 讨论 参 
综合 以 上 分 析 结 果 可 以 看 出 ,平面 任意 力 :用 面 内 一 点 简化 时 ， 如 果 得 到 的 主 


R Fk 二 0， 则 其 简化 结果 与 简化 中 心 的 位 sa 反之 ， 如 果 得 到 的 主 矢 FRAO, W 
化 结果 与 简化 中 心 的 位 置 有 关 ， 而 此 时 结果 最 终 可 以 简化 为 原 力 系 的 合力 。 需 要 说 


明 的 是 : 平面 任意 力 系 的 合力 作用 是 确定 的 ， 会 随 着 简化 中 心 位 置 的 改变 而 改 
是 不 定 的 ， 简化 中 心 位 置 的 改变 而 改变 。 


变 ， ЖҮК 
例 4-1 4.6009 man 面 任意 力 系 向 一 点 简化 的 原理 ， 分 


en 

解 : 受 固 定 支 н кейн: 固定 支 座 对 梁 端 的 约束 力 
是 作用 在 接触 面 上 的 全 和 群 力 。 在 平面 问题 中 ， 这 和 群 力 为 一 平面 任意 力 系 ， 如 图 4. 6(b) 所 
示 。 将 这 群 力 向 作用 平面 内 一 点 A 简化 ， 一 般 意义 上 可 以 得 到 一 个 力 玉 和 一 个 矩 为 M 的 
力 偶 ， 如 图 4. 6(c) 所 示 。 为 了 分 析 问 题 的 方便 ， 通 常 将 力 下 用 两 个 正 交 的 未 知 分 力 到 和 
下 ,来 代替 。 因 此 在 平面 问题 中 ， 固 定 支 座 的 约束 反 力 一 般 有 З 个 ， 即 两 个 正 交 力 Е. Еу 
和 一 个 和 矩 为 M К 




















T 




































































(а) (b) (с) (4) 





比较 固定 支 座 与 固定 铵 支 座 可 以 看 出 ， 由 于 固定 铵 支 座 只 能 约束 住 物体 的 移动 ， 而 固 
定 支 座 除 了 能 约束 住 物 体 的 移动 外 ， 还 能 约束 住 物体 的 转动 。 因 此 固定 支 座 比 固定 铵 支局 
多 一 个 约束 反 力 : 约束 力 偶 。 
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тип= 











914-2 作用 于 某 刚 体 上 的 平面 任意 力 系 如 图 4. 7(a) 所 示 ， 求 该 力 系 的 合力 (图 中 网 














格 一 小 格 代表 lm) 。 
解 : D 取 点 O 为 简化 中 心 ， 求 出 力 系 的 主 矢 Fe 和 力 系 对 O 点 的 主 矩 Mo 。 


F'n= УЕ = 0+ ( 2 
ізі 











)+2 =— 0. 12(kN) 











! < 3 
F; Е; 1+-=+0 1. 121(kN) 


























HER Fk 的 大 小 和 方向 为 
FeV Fr) СЕ)? =/(—0. 120) А. 121)#=1. 128(kN) 
Ев 一 0.121 2 ы. Жа Б. 
сова рт 一 1128 一 0.107. sina 71.128 0.994 
а=96. 14 
力 系 对 O 点 的 主 矩 为 
3 б 
Mo = УМ (Е) 1x1 ЕБ! оа 3. 728(kN + m) 


力 系 向 O 点 简化 的 结果 如 图 4.7(b) 所 示 。 






y 








=x 




















图 4.7 
(2) 求解 力 系 的 合力 Fre Fr 的 大 小 和 方向 与 主 矢 Fk 相同 ， 合 力作 用 线 到 简化 中 心 О 
的 距离 а 为 
MD 3:728 ,., 
ат, 11285 305 (т) 














根据 主 矢 Ей Та АЕ Мо 的 正 负 号 ， 可 以 确定 出 合力 Fr 的 作用 线 位 置 ， 妇 
(b) 所 示 。 
例 4-3 图 4.8(a) 为 某 重力 式 水 坝 所 承受 的 荷载 示意 图 。 已 知 P 二 650kN， 








图 4.7 


P= 





300kN，P: 一 70kN，p 一 16.7 。 求 该 力 系 向 点 O 简化 的 结果 ， 力 系 合力 的 大 小 、 方 
合力 作用 线 与 OA 的 交点 到 点 О 的 距离 。 

















可 以 及 











解 : O 设 力 系 向 O 点 简化 ， 得 到 一 个 主 矢 FAIBEN Mo 的 主 矩 。 将 各 力 
轴 投 影 ， 根 据 式 (4-4)， 有 


3 
FA 一 >) Fu 一 已 一 Picos6 一 300 一 700cos16.7" 一 232. 95(kN) 
i=l 

















ины зинв/я 


іу 











图 4.8 


FA 一 Fw 一 一 Pi 一 Pisin8 一 一 650 СЫ 670. 12(kN) 
所 以 主 矢 Fk 的 大 小 和 方向 为 жы 


FeV СЕ FER = cr sR 670. 12)” =709. 46 (kN) 
Чы) 

















Ән. 一 670.12 


FRR 232.95 > _ 

сова == 70, 46 一 0. 328, эг R 709.46 一 0. 945 
XY 289.17 ”~ 

евони 。 Aai 


Mo У)М, (Е) XP, —3X P: = 2. 650— 3X 300= — 2330(КМ • т) 
1 


力 系 向 O 点 简化 的 结 ART i. 8(b) 所 示 ж. 
(2) 求解 力 系 自 Ек. Fr 的 大 小 和 方向 与 主 和 撩 Fk 相同 ， 合 力作 用 线 到 简化 中 心 О 
的 距离 

















_Mo_ 2330 _， 
dF 一 709 46 一 3. 284(m) 


根据 主 矢 和 主 矩 ， 确 定 出 合力 Fr 的 作用 线 位 置 ， 如 图 4. 8(c) 所 示 。Fe 作用 线 与 OA 
的 交点 到 点 O 的 距离 为 

















ЕҢБЕК” ЖЕРІК 
катыш 


| 4. 2 平面 任意 力 系 的 平衡 





如 前 所 述 , 平面 任意 力 系 是 一 种 最 广泛 、 最 具有 普遍 意义 的 平面 力 系 。 对 平面 任意 力 
系 平衡 的 研究 ， 既 能 直接 指导 工程 实践 ， 又 为 后 续 内 容 打 下 基础 。 











4.2.1 平面 任意 力 系 的 平衡 条 件 








从 4.1 节 的 分 析 中 可 以 知道 ， 作 用 于 刚体 上 的 平面 任意 力 系 Е,. Fos +з. Fo 与 作 
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iens 








于 简化 中 心 O PEZH Е. Fo, ><. Е.Е М. М, >". М, 的 附加 力 偶 系 
等 效 。 当 力 系 的 主 矢 Fk 一 0 时 ,表明 作用 于 简化 中 心 O 的 平面 汇 交 力 系 为 平衡 力 系 ; M 
FE Mo 二 0 时 ， 表 明 附 加 力 偶 系 也 为 平衡 力 系 。 因 此 ， 若 平面 任意 力 系 向 简化 中 心 简化 
后 的 主 矢 和 主 矩 同时 等 于 零 ， 则 原 力 系 为 平衡 力 系 ， 刚 体 处 于 平衡 状态 。 

反之 ， 若 刚体 处 于 平衡 状态 ， 则 平面 任意 力 系 的 主 矢 和 主 矩 必然 同时 为 零 。 和 否则， 如 
果 主 矢 和 主 矩 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ， 则 平面 任意 力 系 的 最 终 简化 结果 为 一 个 非 零 的 合力 或 
者 非 零 的 合力 偶 ， 它 们 都 不 能 使 刚体 维持 平衡 状态 。 

由 此 可 见 ， 刚 体 在 平面 任意 力 系 作 用 下 保持 平衡 的 充分 和 必要 条 件 是 










































































«ави (4-8) 
маі 
根据 式 (4- 3) 和 式 (4-5)， 上 式 等 价 于 
DX =o, Уу =0, У)МЕ),= 0 (4-9) 
ЕИ О 可 以 任意 选择 ， 正 交 坐 标 系 Ox， 任意 建立 ， 因 此 平面 任意 


力 系 平衡 的 必要 条 件 是 : ыл = 兴 标 轴 上 的 投影 的 代数 和 分 别 


等 于 零 ， 并 且 所 有 各 力 对 任意 一 点 的 矩 的 代数 和 也 念 守 堆 。 但是， 平面 任意 力 系 平衡 的 充 
分 条 件 只 需 是 ， 人 ny 
数 和 分 别 等 于 零 ， 并 且 所 有 各 力 对 华 标 原点 六 交 甜 的 代数 和 也 等 于 零 。 

式 (4 - 9) 称 为 平面 任意 力 系 的 平衡 演 镁 : 这 是 3 个 独立 的 方程 ， 最 多 只 能 求解 3 个 未 
ШТАБТА 
кім АО тр, „ТА И. 


1. SJEA Ж ж 
ХЕ х-о, умо, УМР) =0 (4-10) 
该 式 要 求 简化 中 心 AÑ B 的 连 线 不 能 与 x ІНЕН. 

ШЕН. (1) 充分 性 。 采 用 反 证 法 。 平面 任 意 力 系 向 A 点 简化 ， 将 得 到 一 个 主 矢 和 主 
和 矩 。 因 为 Ma(F) 二 0， 因 此 该 力 系 向 A 点 简化 的 结果 是 通过 A 点 的 力 系 合力 Fre。 又 因 
为 ， Mas(F) 二 0， 也 即 合 力 Ек ЯА] В AEE., ИҢ Fr 必定 通过 B 点 。 由 此 可 见 ，Fr 
的 作用 线 沿 着 A 和 B 的 连 线 方向 。 考 虑 到 AMB 的 连 线 与 x 轴 不 垂直 ， 因 此 Fr E x h 
ЕНЕ Е 2720, 这 与 已 知 条件 沁 X= 二 0 矛盾 ， 因 为 Е. = ХЕ, Мі ЖЕНЕ, 

(2) 必要 性 。 当 刚体 处 于 平衡 状态 时 ， 式 (4 - 8) 成 立 。 因 为 简化 中 心 O 可 以 任意 选 
择 ， 因 此 式 (4- 10) 必 然 成 立 。 必 要 性 也 得 证 。 



















































































2. 三 力矩 式 
ХМАСҒ-0. DMs(F)=0, XMc(F)=0 (4-11) 
该 式 要 求 简化 中 心 A、B 和 C 3 点 不 能 共 线 。 
证 明 : 根据 上 面 的 分 析 ， 此 时 要 求 力 系 的 合力 同时 通过 不 共 线 A、B 和 C З 点 ,而 这 








显然 是 不 可 能 的 ， 因 此 充分 性 得 证 。 必 要 性 的 证 明 完 全 类 似 ， 不 再 重复 。 

上 面 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 З 种 形式 互相 等 价 ， 根 据 解决 问题 的 方便 进行 适当 的 选 
择 。 一 般 情况 下 ， 总 是 把 平面 任意 力 系 的 简化 中 心 取 在 多 个 未 知 力 的 交点 上 ， 把 坐标 轴 建 
在 与 尽 可 能 多 的 未 知 力 垂直 的 方向 ， 以 达到 每 个 平衡 方程 中 未 知 量 尽 可 能 少 的 目的 。 














СЕ 
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Сама 平面 任意 力 系 


例 4-4 悬臂 粱 结构 如 图 4. 9(a) 所 示 ， 梁 的 А 端 为 固定 支 座 ，B 端 自 由 。 在 梁 的 右 
半 跨 承受 大 小 为 q=5kN/m 的 均 布 荷载 作用 ， 在 跨 中 C 处 承受 力 偶 矩 为 M 一 5kN • m 的 力 
偶 作用 。 已 知 梁 长 /二 5m， 自 重 不 计 。 求 固定 端 A 处 的 约束 反 力 。 




















y 


M. 4 М. 4 








2 м, 
| Я y B = 1 > B x 
12 |, 
一 一 一 一 一 一 + 


图 4.9 


解 : 取 梁 AB 为 研究 对 象 ， 根 据 固定 支 座 的 特 
示 。 单 位 长 度 上 的 荷载 大 小 称 为 分 布 荷载 ， 也 二 集 度 或 者 线 荷 载 。 均 布 荷 载 是 大 小 不 
随 长 度 变 化 的 分 布 荷载 。 在 平衡 方程 中 ， 它 一 个 集中 力 来 代替 ， 集 中 力 的 大 小 为 均 


布 荷载 与 它 的 作用 长 度 的 乘积 ， 作 用 在 向 与 均 布 荷载 相同 。 
建立 直角 坐标 系 如 图 4. 9(b) 所 有 -@ е Ку 
Х=о, Xy 


Х-Ұу-о, Yaaa 2-0 
4%, 0 қау, . 
X A , A 4%% ( 






б 


i 出 它 的 受 力图 ， 如 图 4.9(b) 所 























nja 


从 中 可 以 解 得 














М.-М зш зт 
式 中 各 所 求 值 均 为 正 值 ， 说 明 图 4. 9(b) 中 假定 的 方向 与 实际 情况 一 致 。 
%4-5 图 4.10(a) 所 示 的 梁 AB，A Е ЗЕ. В 端 为 可 动 铵 支 座 。 梁 在 全 
跨 内 承受 大 小 为 g 的 均 布 荷载 作用 ， 在 四 分 之 一 跨 处 承受 集中 力 了 作用 。 已 知 梁 长 为 /， 
自重 不 计 。 求 A MB 处 的 支 座 反 力 。 

解 : ЖАВ 为 研究 对 象 ， 根 据 每 个 支 座 的 特点 ， 画 出 它 的 受 力图 ， 并 建立 直角 坐标 
系 ， 如 图 4. 10(b) 所 示 。 列 出 平衡 方程 如 下 。 

ХХ--0, Х,=0 
Уү=0, Ү.+Ев-Р—д • 1=0 


FMF)=0, К +1 Р.М аз 0 


51.875(КМ + m) 
























































тепе 
P| 1v4 | 1 
4 4 
А В Zs ы 
А В 
2 = | 
Е----------ы 了 Rg 
(а) (b) 
В 4.10 
解 得 
Хл-0 
-3P al 
Rs= 1 + 4 
раш Ж» 
шш «К 
也 可 以 列 出 二 力矩 形式 的 平衡 方程。 $} 
2X=0, 








MA(F)=0, R; RP 31 
EMF) xÝ РЧ аб 
这 里 每 个 方程 都 只 包含 一 个 未 wy кии айн” 根据 这 3 个 方程 得 到 的 结果 与 前 
面相 同 ， 不 再 重复 。 л % 
例 4-6 PAA ӘМ КН ИН. ӨШ Р 300/4. Мда", 
ЖҮ Н Ж», 3 В 两 处 的 支 座 反 旋 。 


а 4 
< С: В 2 
22 7 M 
2a 2a 


(a) 











(b) 


图 4.11 
解 : 取 梁 AB 为 研究 对 象 ， 画 出 它 的 受 力图 ， 并 建立 直角 坐标 系 ， 如 图 4. 11(b) 所 示 。 


列 出 平衡 方程 如 下 。 
ХХ--0. Xa=0 
ХҮ-0. Үл--В,-Р-ад"За-0 











PMAF)=0, К + даР + 2а * За * (за--%4)--м-о 
联 立 求解 3 个 方程 ， 可 得 
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08 +шҥёлж® 


Хл-0 
Rs=4ga 
一 一 94 
Үл 4 


求 得 的 YA 为 负 ， 说 明 它 的 实际 方向 与 图 4 11(b) 中 所 假定 的 相反 。 


如 果 采 用 二 力矩 形式 的 平衡 方程 ， 则 
ХХ--0; Хаз-0 


ХОМАСЮ-0, Ёв*4а—Р*?а—@*3За* (за--%4)--м-о 


























ХМ,(ЕУ-0. Р.?а 4-3. (84 а) МҮ, + а=0 





求解 的 结果 与 第 一 种 方法 一 致 。 
94-7 刚 架 结 构 如 图 4.12(a) 所 示 ， 承 受 集中 力 Pl 、P; 和 力 偶 矩 为 М 的 力 偶 作 用 。A 
二 30kN • m, М=6КМ,* m, 


WAER, B 端 为 可 动 铵 支 座 。 已 知 Р, = 15КМ • m, 
刚 架 自重 不 计 。 求 A 和 B 两 处 的 支 座 反 力 。 К 


























图 4.12 


解 : 取 整 个 刚 架 为 研究 对 象 ， 画 出 它 的 受 力图 ， 并 建立 直角 坐标 系 ， 如 图 4. 12(b) 所 


示 。 列 出 平衡 方程 











ХХ--0, ХА-ҒР,-Р;соз45%-0 
ZY=0, Ү,--Ву-Р;віп45%-0 
P:cos45"X6 一 P:sin45"X3 十 RaX6 一 PX2 一 M=0 














XM, (F)=0, 
从 中 可 以 解 出 
XA=6. 21kN 
Rs=—4. 61kN 
Ya=25. 82kN 


Rs 为 负 值 ， 说 明 它 的 实际 方向 朝 下 。 


如 果 采 用 二 力矩 形式 的 平衡 方程 ， 则 
Х.Х--0, ХА--РІ-Р;соз45%--0 


Р,сов45%<6--Р,віп45%Х3--В, Х6-Р, X2—M=0 
Р,сов45“Х6-ЕР,віп45%<3-ҮдХ6-Р, X2—M=0 





























XM, (F)=0, 
УМЕ) =0, 
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工程 力学 
如 果 采 用 三 力矩 形式 的 平衡 方程 ， 则 
УУМА(Е)=0, P,cos45°X6—P,sin45°X3+RsX6—P,X2—M=0 
5)Мв(Е)=0, Р;сов45%Х6--Р,віп45%хХ3--Үл Х6-Р, Х2-М--0 
Mc(F)=0, ХлХх2--ВЮ,Х6-ЕР,сов45%Х<4--Р-віп45%<3-М--0 
К 3 组 方程 所 求 得 的 结果 均 相 同 。 
最 后 再 介绍 一 下 平面 平行 力 系 。 力 系 中 任意 两 个 力 的 
作用 线 都 平行 的 平面 力 系 称 为 平面 平行 力 系 ， 它 可 以 看 作 
是 平面 任意 力 系 的 特殊 情形 ， 因 此 它 的 平衡 方程 可 以 从 平 
面 任意 力 系 的 平衡 方程 得 到 。 如 图 4.13 所 示 ， 作 用 于 刚 
iy Fi, Е. +. F, 都 相互 平行 ， 因此 必然 存 
一 个 工 轴 ， 它 与 力 系 中 各 力 的 作用 线 均 垂直 ， 力 系 中 所 
солуы - 轴 上 的 投影 恒 等 于 零 。 此 时 无 论 力 系 是 否 平衡 ， 
平衡 方程 中 的 沁 F, =0 {н жуа 因此 平面 平行 力 系 独 立 的 


іші 平衡 方程 只 有 两 个 ， 印 K 
Уү=0, EM у (4-12) 


或 者 
УМ\(Р)=0, ЯЙ (4-13) 


крда ояк st Oe А 4-13 ERA MB 的 连 线 与 各 力作 用 线 不 


平行 。 
СЫ Кш 


4.2.2 КЕ В РЕН 




































































кесененің б м өлен 如 图 4. 14 
(a) 所 示 的 组 合 梁 结 14. (ЬЕ) KAREN. 这 些 系统 称 为 构件 系统 ， 而 称 系 
统 内 部 各 构件 之 间 的 连接 为 内 约束 ， 系 统 与 外 界 ( 如 基础 等 ) 的 联系 为 外 约束 。 








图 4.14 





当 系统 受 到 主动 力作 用 时 ,无论 内 约束 还 是 外 约束 ,一 般 都 将 产生 约束 反 力 。 内 约束 
反 力 是 系统 内 各 构件 之 间 的 相互 作用 力 ， 称 为 系统 内 力 ， 简 称 内 力 ; 而 主动 力 和 外 约束 反 
力 则 是 其 他 物体 施加 于 系统 的 力 ， 称 为 系统 外 力 ， 简 称 外 力 。 例 如 ， 图 4. 14(a) 所 示 的 组 
合 梁 结构 ， 它 由 梁 AC 和 CB ШЇ С 连接 而 成 ， 再 通过 固定 支 座 А 和 可 动 铵 支 座 召 支撑 



































Фаш 平面 任意 力 系 


在 基础 上 。 对 于 整个 组 合 粱 结构 来 说 ， 铵 C 为 内 约束 ,在 C 处 发 生 的 粱 AC ЖІЗЕСВ 之 间 
的 相互 作用 力 为 内 力 ; MEXE A 和 可 动 铵 支 座 В 为 外 约束 ， 它 们 的 约束 反 力 以 及 主动 
力 4、M 为 外 力 。 需 要 说 明 的 是 ， 上 述 内 力 和 外 力 是 一 个 相对 的 概念 ， 是 相对 于 所 研究 的 
对 象 来 讲 的 。 例 如 在 图 4. 14(a) 中 ， 如 果 取 梁 AC 或 者 梁 CB ЖАЛА А. ШЕН] С 
成 为 它们 的 外 约束 了 。 
现在 来 分 析 平 面 构件 系统 的 平衡 问题 。 在 主动 力 和 约束 力 的 共同 作用 下 ， 若 系统 保持 
平衡 ， 则 组 成 该 系统 的 每 根 构 件 都 处 于 平衡 状态 。 为 了 求 出 全 部 未 知 力 ， 往 往 需要 把 一 些 
构件 隔离 出 来 单独 研究 。 由 前 面 的 分 析 可 以 知道 ， 对 于 受 平面 任意 力 系 作 用 的 刚体 ， 可 以 
写 出 3 个 独立 的 平衡 方程 。 如 果 平面 构件 系统 由 根 构件 组 成 ， 则 对 该 系统 来 说 ， 可 以 列 
出 32 个 独立 的 平衡 方程 ， 因 而 可 以 求解 3 个 未 知 量 。 构 件 系 统 的 未 知 量 包 括 约 束 力 、 未 
知 的 主动 力 以 及 未 知 的 几何 量 等 ， 如 果 这 些 未 知 量 的 数目 不 超过 Зп 个 ， 则 它们 全 部 可 以 
用 平衡 方程 求 出 ， 称 这 样 的 问题 为 静 定 问题 ， 这 样 的 构件 系统 为 静 定 结构 ; 反之 ， 如 果 未 
知 量 的 数目 超过 32 个 ， СІ MLD NEMEM 
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者 静 不 定 问题 ， 这 样 的 构件 系统 为 超 静 定 结构 或 者 静 不 。 图 4. 15 所 示 为 建筑 工程 
中 两 个 常见 的 超 静 定 结构 :如 果 将 图 4. 14 We EER EESE Т) 














ТЕГИ ЖОН НЕ ЛҮ. ЕИО ЖТА 合 考虑 构件 的 变形 ， 增 加 一 定 的 补 
充 方程 后 才能 求 出 。 在 静 力 学 中 不 研究 超 静 定 问 题 。 
ҚУ 








/ (b) 





图 4.15 


在 求解 静 定 平面 构件 系统 的 平衡 问题 时 ， 可 以 依次 选取 单 根 构件 为 研究 对 象 ， 建 立 整 
体系 统 的 平衡 方程 ;也 可 以 先 对 整个 系统 列 平衡 方程 ， 求 出 部 分 未 知 量 ， 然 后 再 从 系统 中 
选取 某 些 构件 作为 研究 对 象 ， 列 出 相应 的 平衡 方程 ， 最 后 求 出 全 部 未 知 量 。 选 取 研 究 对 象 
时 ， 以 方便 未 知 量 的 求解 为 原则 ， 最 好 是 一 个 方程 只 包含 一 个 未 知 量 ， 从 而 避免 求解 联 立 
方程 组 。 由 于 内 力 是 内 部 构件 之 间 的 相互 作用 力 ， 总 是 成 对 出 现 ， 因 此 在 对 系统 进行 整体 
分 析 时 ， 内 力 可 以 不 考虑 ， 这 样 往往 能 使 列 出 的 整体 平衡 方程 包含 的 未 知 量 相对 较 少 ， 有 
利于 问题 的 解决 。 但 不 管 怎样 选取 研究 对 象 ， 平 面 构件 系统 能 够 列 出 的 独立 方程 最 多 只 
3n 个， 如果 系统 中 某 些 构件 受 平面 平行 力 系 或 平面 汇 交 力 系 作用 ， 则 系统 平衡 方程 的 数 
目 还 将 相应 减少 。 

例 4-8 图 4.16(a) 所 示 的 组 合 梁 结 构 承 受 集中 力 和 均 布 荷载 作用 。 已 知 P=10kN, 
q=5kN/m, a 二 lm， 梁 自重 不 计 。 求 A MC 两 处 的 支 座 反 力 。 

经 分 析 可 以 发 现 : A 为 固定 支 座 ， 有 3 个 约束 反 力 ; C 为 可 动 铵 支 座 ， 有 一 个 约束 反 
力 ， 需 要 求解 的 未 知 量 总 共有 4 个 。 如 果 取 组 合 梁 整 体 为 研究 对 象 ， 则 只 能 列 出 3 个 平衡 
方程 ， 还 需要 补充 一 个 方程 才能 求 出 全 部 未 知 量 ， 这 个 方程 只 能 通过 分 析 单 根 构件 得 到 。 
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тип= 











在 本 题 中 ,组合 梁 由 梁 AB 和 BD 组 成 ， 因 此 可 以 通过 分 析 梁 AB ВО 来 建立 补充 的 平 
衔 方 程 。 考 虑 到 梁 BD 受到 的 未 知 量 只 有 3 个 : В В ДБАТИ ЗЕЕ С 处 的 一 个 力 ， 因 
Ж еН н]; ЖЕ С 的 约束 反 力 ， 解 题 时 就 利用 它 来 建立 补充 的 平衡 方程 ( 梁 
АВ 的 未 知 量 有 5 个 ， 读 者 可 以 自行 分 析 ) 。 

解 : (1) 先 取 梁 BD 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 ， 如 图 4. 16(b) 所 示 。 因 为 铵 也 ІМ Ж 
力 汇 交 于 B 点， 因此 对 召 点 取 矩 可 以 使 它们 不 出 现在 平衡 方程 中 ,求解 方便 。 


PMs(F)=0, Re va 一 Psin60"。2a 一 0 au。 2-9 









































Re 一 19. 82kN 
(2) 再 取 组 合 梁 整 体 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 ， 如 图 4. 16(c) 所 示 ( 直 角 坐 标 系 省 略 ) 。 
УХ=0, Х,-Рсоз607-0 























ХҮ-о0. YA 十 Rec 一 Psin60" 一 g。 0 
УМА(Е) =0, MA 一 4，2a。2ca 十 Rec 3 8111607» 4а--0 








(с) 


图 4.16 


例 4-9 三 贸 刚 架 结构 如 图 4.17(a) 所 示 。 Е.ЛІЛ--3//5. P= 二 5ql/8， 不 计 结 构 自 重 
REE A, ZE CREB 的 约束 反 力 。 
解 : (1) 先 取 刚 架 整体 为 研究 对 象 ， 画 出 受 力图 ， 如 图 4. 17(b) 所 示 。 
УХ=0, ХА+Р—Хс=0 
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ХМАаУ-0. Үс+—Р°.Һ өзен 0 























аны зинв/ж 











BMF)=0, ge EY, + 1-Р. h=0 
解 得 
хе=х+@ 
_зш 
Үс=3 
В РЯ 
Р 
Ya 
Xa 





(2) 然后 取 折 杆 AB WORSE ED 全 17(o) 所 示 。 
~ * 1 

> Frm, X% У-Үл 2-0 

ТЭА 

\ УХ=0, A 十 P 一 Xs 二 0 


ХҮ-о. YA 十 Ye 一 0 


解 得 
х,=— 
以 及 


这 





最 后 ， 可 以 选取 折 杆 BC 为 研究 对 象 ， 建 立 平衡 方程 ， 以 校 核 上 述 结果 的 正确 性 。 


里 从 略 。 
例 4-10 图 4.18(a) 所 示 为 某 等 边 三 角 构架 示意 图 。 水 平 荷载 P 和 竖 直 荷载 P 作用 


在 AC 杆 的 C 点 。 不 计 构 架 自重 , 求 支 座 A、 支 座 BAEC 的 约束 反 力 ， 以 及 水 平 杆 DE 
的 内 力 。 





























тепе 


а 





(а) 
4.18 


Ж. (1) 先 取 整 体 为 研究 对 象 ， 所 示 。 


ХМАСЕ)-0, 


画 出 受 力图 ， 如 图 4.18 
Ев • 2/За+Р, 。 
ХХ-о. Xa 一 қс 
Y= Yi S 
R 


解 得 


(2) 取 BC 杆 进 各 着 D、 连 线 方向 ， 因 此 受 力图 


如 图 4. 18(c) 所 示 。 


SN 
кия айы а 
EM(F)=0, Rs • V3a—Npe • 2a=0 
УХ=0, Xc 一 Noe 王 0 
ZY=0, Вь-Үс--0 
解 得 


本 章 首先 介绍 了 力 的 


F 移 定理 ， 亦 即 可 以 把 作用 于 刚体 上 某 点 A 的 力 F 等 





到 任意 点 B， 但 必须 同时 附加 一 个 力 偶 ， 这 个 力 偶 的 矩 等 于 原来 作 


56 











于 A 的 力 F 对 新 作 








效 地 平移 

















аны 平面 任意 力 系 


点 恕 的 矩 。 在 此 基础 上 ， 分 析 了 平面 任意 力 系 向 作用 面 内 一 点 简化 可 以 得 到 一 个 力 和 一 个 
力 偶 ， 阐 述 了 固定 支 座 可 以 简化 为 两 个 相互 垂直 的 约束 反 力 外 加 一 个 约束 力 偶 。 最 后 ， 讨 
论 了 平面 任意 力 系 的 平衡 问题 ,阐述 了 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 3 种 形式 ， 介 绍 了 平衡 条 
件 在 组 合 梁 结 构 和 三 贸 刚 架 结 构 中 的 应 用 。 本 章 重要 内 容 如 下 。 
(1) 刚体 在 平面 任意 力 系 作用 下 保持 平衡 的 充分 和 必要 条 件 。 
Ғұ-0 
Mo=0 
(2) 平面 任意 力 系 平衡 方程 的 3 种 形式 。 
OJER: ХХ-о. ХҮ-о. Mo(F)=0。 
© ZJEÆR: УХ-о0, Ma(F)=0，Ma(F)=0。 
© 三 力矩 式 : YM, (F)=0, XYM;(F)=0, DMe(F)=0。 


关键 术语 «ё 
Ж. к (principal vector); Ж.ЖСргіпсіра! m к 简化 中 心 (center of reduction); + 


衡 方程 (equilibrium equations) 
қый 
% ж 
1. 思考 题 2А з 


(1) 平面 任意 Ramma 得 到 的 结果 可 能 有 哪些 ? 

(2) 某 平面 任意 力 系 向 其 作用 面 内 的 A、 刀 两 点 简化 ， 得 到 的 主 矩 均 为 零 ， 则 该 力 系 
的 最 终 简化 结果 有 哪些 可 能 ? 

СЗ) 平面 任意 力 系 对 其 作用 面 内 任意 一 点 的 简化 结果 均 相 同 ， 则 该 力 系 的 最 终 简 化 结 
果 是 什么 ? 

(4) 何谓 平面 任意 力 系 的 合力 ? 它 与 主 矢 有 什么 异同 ? 

(5) 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 有 哪 几 种 形式 ”应 用 时 各 有 什么 要 求 ? 

(6) 为 了 求解 问题 的 方便 ， 选 择 平面 任意 力 系 的 平衡 方程 时 应 注意 什么 ? 那样 做 为 什 
么 能 够 达到 方便 求解 的 目的 ? 

(7) 平面 汇 交 力 系 和 平面 平行 力 系 独立 的 平衡 方程 分 别 有 几 个 ? 平衡 方程 的 内 容 是 否 



















































































相同 ? 
(8) 在 对 结构 整体 分 析 时 ， 为 什么 系统 内 力 可 以 不 考虑 ? 
2. 填空 题 


) 力 的 平移 定理 表明 ， 若 将 作用 在 刚体 某 点 的 力 平移 到 刚体 的 另 一 点 ， 而 不 改变 力 
的 作用 效果 ， 则 必需 附加 一 个 

(2) ШЕ БОЛ ЖАРАШАЛЫ ДЕЙЕМ ERS ЕЕЕ 

(3) 受 大 小 相等 、 方 向 相反 、 共 线 的 二 力作 用 的 刚体 , 必 处 于 RS. 



































тепе 
F, а) 4.19 ЕЕЕ. =Е,, HHRH A 
点 简化 的 结果 是 ,向 BB 点 简化 的 结果 
З. 判断 题 














(1) 作用 在 刚体 上 的 力 可 以 从 原作 用 点 等 效 地 
| S 平行 移动 到 刚体 内 任 一 指定 点 ， оя 























в 定点 所 决定 的 平面 内 附加 一 个 力 偶 。 ) 
D 若 平面 力 系 平衡 ， е EY 
а а S 





СЗ) 使 用 二 力矩 式 的 平面 任意 力 系 方程 组 的 条 
БЕЛ. ВИ ЖЕН 轴 平 行 。( 。 ) 
(4) 若 一 平面 力 系 对 某 点 之 主 矩 为 零 ， 主 矢 也 为 零 ， 则 该 力 系 为 一 平衡 力 系 。( › 
O 在 一 定 条 件 下 ， 力 偶 可 以 用 一 个 力 来 平衡 。( Ж, 


图 4.19 








(6) 受 约束 的 物体 一 定 处 于 平衡 状态 ) 
(7) ки; 有 ， 则 该 力 系 一 定 是 平衡 力 系 。 
©) 





4. 单项 选择 题 
(1) 图 4. 20 所 示 为 同一 ЕЭ Ў i Tis To, Т, 大 小 关系 应 该 


是 ( )。 
А. T=T,= Я. І>Т,>7; Ут р. Ті--Т;,>Ҡ7, 
ЛУ 








(2) 三 个 力 Е, TT Е, ЖЕ. 沿 同 一 作用 线 ， 则 刚体 处 于 
)。 ! 
А. 平衡 4 ж? В. 不 平衡 状态 
C. 可 能 平衡 ， 也 可 能 不 平衡 D. 以 上 都 不 对 
(3) 2... у 坐标 轴 的 投影 均 为 零 ， 则 受 其 作用 的 刚体 ( D. 
A. 一 定 平衡 В. 一 定 不 平衡 С. 不 一 定 平衡 D. 以 上 都 不 对 





(4) 图 4. 21 所 示 三 铵 拱 架 中 ， 若 将 作用 于 构件 AC 上 的 力 偶 M 平移 至 构件 BC E, W 
A, B, C 三 处 的 约束 反 力 ( )。 
А. 只 有 C 处 的 不 改变 В. 都 不 变 
С. 只 有 C 处 的 改变 D. 都 改变 


ТІ 








图 4.20 图 4.21 


Фаш 平面 任意 力 系 





5. 计算 题 


(1) 刚体 上 的 某 平面 任意 力 系 如 图 4.22 所 示 ， 求 该 力 系 的 合力 (图 4. 22 中 网 格 一 小 格 
代表 Im). 











图 4.22 
(2) 求 图 4. 23 所 示 各 梁 的 支 座 反 力 ， 不 计 梁 自重 。 «© 














Ж. х^ 
MA Ф j Же М=Ра? 4 “| 
В с Є 4 К с : D 
2а а jä ija 2a Sr 
© @ 
4.23 


(3) RE 4. 24 所 示 梁 的 支 座 反 力 ， 不 计 梁 自重 。 








图 4.24 


(4) 求 图 4 25 所 示 刚 架 的 支 座 反 力 ， 不 计 刚 架 自重 。 








(b) 





图 4.25 
(5) 求 图 4.26 所 示 梁 在 A、B、C 三 处 的 约束 反 力 ， жұн. 


P q ; 
Р А 4 

















В 4.26 


(6) 求 图 4. 27 所 示 组 合 梁 A、B、C、DD 四 处 的 约束 力 ， 梁 自重 不 计 。 


A ‚щш 


(а) Фф) 











В 4.27 


(7) 求 图 4 28 所 示 刚 架 的 支 座 反 力 ， 刚 架 自 重 不 计 。 


ЖЕ 平面 任意 力 系 





(8) 求 图 4 29 所 示 榭 架 的 支 座 反 力 以 及 杆 AD 的 内 力 ， 各 杆 自重 不 计 ， 所 有 铵 均 











图 4.28 图 4.29 
(9) 图 4. 30 中 圆 盘 重 G=10kN, H4% р-а CO 下 使 它 能 越过 六 一 


; 加 如 力 下 的 方向 可 变 ， 确 定 





0.2m 的 台阶 ， 如 图 4. 30 所 示 。 试 求 : DAE ей 
最 小 拉力 正 的 大 小 与 方向 。 

(10) 房屋 阳台 下 的 水 平 梁 承 受 强度 ) 的 均 布 载荷 。 在 水 平 梁 的 外 端 从 柱 上 
КИЕ Р. калкан ЧАВА 所 示 ， 求 插入 端的 约束 反 力 。 








图 4.30 图 4.31 
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变形 国体 的 概念 理解 刚体 、 变 形 国体 、 弹 性 变形 、 塑 性 变形 
人 re | Жәния poeni, pameni, d 
变形 假设 Z 
杆 件 变形 的 基本 形式 +» Р бї. Жы. ањ. ўш 
елнын ББ.” М. 刚度 问题 、 稳 定性 问 是 
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技能 要 点 ж ЖЕНЕ 应 用 方向 








~ Ж 
杆 件 变形 的 基本 形式 < 掌握 Ж 工程 构件 变形 类 别 的 判定 





ЗА 


材料 的 各 向 异性 


劈柴 时 ， 沿 着 纹路 劈 易 断 ， 而 横着 纹路 劈 不 易 断 ， 这 是 因为 木材 顺 纹 与 横 纹 方向 的 
致密 程度 不 同 ， 也 是 各 向 异性 的 体现 。 


| 5. 1 变形 固体 的 概念 


在 现实 世界 中 ,构件 的 受 力 状况 一 般 比较 复杂 ， 所 以 对 它们 的 研究 往往 分 两 步 进行 : 
先 作 简化 假设 ， 再 进行 力学 分 析 。 在 静 力 学 中 ,将 固体 简化 为 刚体 ， 即 假设 固体 在 外 力作 














下 








在 外 力 


上 的 所 有 区 


其 大 小 和 形状 都 不 发 生变 化 。 但 实际 上 , 严格 的 刚体 在 自然 界 吕 






































TT 








， 会 产生 变形 的 固体 材料 称 为 变形 固体 。 
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体 材 料 ， 如 木材 、 混 凝 土 、 钢 铁 等 ， 在 外 力作 用 下 都 会 或 多 或 少 地 产 4 


h 是 不 存在 的 ， 


工程 





E 变 形 。 


于 在 静 力 学 中 ,研究 的 主要 是 物体 在 外 力作 用 下 的 平衡 问题 ， 物 体 的 微小 变形 对 研 
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究 这 种 问题 的 影响 是 很 小 的 ， 可 以 作为 次 要 因素 忽略 不 计 ， 此 时 刚体 假设 是 适用 的 。 而 在 
材料 力学 中 ， 主 要 研究 的 是 结构 构件 在 外 力作 用 下 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 问题 ， 此 时 微小 
的 变形 往往 也 必须 予以 考虑 而 不 能 忽略 。 因 此 ， 对 于 材料 力学 ， 必 须 将 各 种 结构 构件 视 为 
变形 固体 。 
变形 固体 在 受 力 后 会 产生 变形 : 当 外 力 不 超 过 一 定 限度 时 ， 解 除外 力 后 变形 可 完全 消 
失 ， 这 种 变形 称 为 弹性 变形 ;而 当 外 力 超过 一 定 限 度 时 ， 解 除外 力 后 变形 不 能 完全 消失 ， 
其 中 残留 的 变形 部 分 称 为 塑性 变形 。 本 书 主要 讨论 材料 在 弹性 范围 内 的 变形 及 受 力 。 















































| 5.2 材料 力学 的 基本 假设 


由 不 同 的 材料 构成 的 变形 固体 的 性 质 多 种 多 样 ， 而 研究 角度 不 同 ， 得 出 的 结果 侧重 
点 也 不 一 样 。 在 研究 构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 问题 时 ， 使 问题 得 到 简化 ， 常 略 去 
一 些 次 要 的 因素 ， 而 保留 其 主要 影响 因素 。 在 材料 对 变形 固体 材料 作出 下 列 
假设 。 \- 

1. 连续 性 假设 大- 

假设 构成 变形 固体 的 物质 毫 无 空 际 4 

从 物质 结构 上 看 ， 变 形 固体 由 1 






















整个 体积 空间 。 
或 晶体 构成 ， 由 于 在 微粒 或 晶体 间 有 空隙 存 
ж. зип БУРКШ. влатауа Быны. онанда 
мл 


2. 均匀 性 假设 ДУ. ж 

БЕНЕН ЕТЕК J. 

以 工程 上 使 用 最 参 的 金属 为 例 ， 组 成 金属 的 各 晶 粒 的 力学 性 能 并 不 完全 相同 ， 而 且 是 
无 规则 地 排列 。 但 由 于 其 力学 性 能 决定 于 各 晶 粒 力学 性 能 的 统计 平均 值 ， 所 以 可 以 认为 各 
部 分 的 力学 性 能 是 均匀 的 。 

3. 各 向 同性 假设 

假设 变形 固体 沿 各 个 方向 的 力学 性 能 均 相 同 。 

实际 上 ， 组 成 固体 的 各 个 晶体 在 不 同方 向 上 有 着 不 同 的 性 质 。 但 由 于 构件 所 包含 的 晶 
体 数量 极 多 ， 且 排列 也 完全 没有 规则 ， 因 而 在 各 个 方向 上 的 力学 性 能 就 接近 相同 了 。 工 程 
中 使 用 的 许多 材料 ， 如 大 多 数 金属 材料 、 玻 璃 、 混 凝 土 等 ， 都 可 以 认为 是 各 向 同性 的 材 
料 。 而 另外 一 些 材料 ， 由 于 沿 其 各 方向 具有 明显 不 同 的 力学 性 能 ， 称 为 各 向 异性 材料 ， 如 
木材 、 复 合 材料 等 。 

根据 上 述 假设 ， 可 以 从 物体 中 任 一 部 分 取出 一 个 微小 的 单元 来 研究 物体 的 性 质 ， 也 可 
将 那些 大 尺寸 构件 的 试验 结果 应 用 于 构件 的 局 部 微 元 。 

4. 小 变形 假设 

固体 因 外 力作 用 而 引起 的 变形 ， 按 不 同情 况 可 能 很 小 也 可 能 相当 大 ， 但 材料 力学 所 研 
究 的 问题 一 般 只 限于 其 变形 的 大 小 远 小 于 构件 原始 尺寸 的 情况 ， 即 在 研究 构件 的 平衡 和 运 
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iens 


动 时 ， 可 按 变 形 前 的 原始 尺寸 和 形状 进行 计算 。 这 样 做 可 使 计算 工作 大 为 简化 ， 而 又 不 影 
响 计 算 结 果 的 精度 。 

综 上 所 述 ， 在 材料 力学 中 将 实际 材料 视 为 是 连续 、 均 匀 、 各 向 同性 的 变形 固体 ， 且 限 
于 小 变形 范围 。 























| 5.3 杆 件 变形 的 基本 形式 


实际 构件 有 各 种 不 同 的 形状 ， 大 致 上 可 以 归纳 为 4 类 ， 即 板 、 壳 、 块 体 和 杆 ， 如 图 5. 1 
所 示 。 若 构件 在 某 一 方向 上 的 尺寸 比 其 余 两 个 方向 上 的 尺寸 小 得 多 ， 为 平面 形状 者 称 为 
板 ， 为 曲面 形状 者 称 为 这; 若 构 件 在 3 个 方向 上 具有 同一 量 级 的 尺寸 ， 则 称 为 块 体 ; 若 构 
件 在 某 一 方向 上 的 尺寸 比 其 余 两 个 方向 上 的 尺寸 大 得 多 ， 则 称 为 杆 。 

材料 力学 中 所 研究 的 构件 主要 是 杆 件 。 


#429 — 


(а) (0) 7 RN «) өн 
ж 图 5.1 


作用 在 杆 件 上 的 外 力 p 因此 psn 但 都 可 以 归纳 为 4 
种 基本 变形 之 一 ， ка 以 енері ді 


1. ьо 


当 杆 件 两 端 承受 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 与 杆 轴线 重合 的 外 力 时 ， 杆 件 发 生 
的 主要 变形 是 长 度 改变 。 这 种 变形 称 为 轴 向 拉 伸 或 轴 向 压缩 ， 分 别 如 图 5.2Ca) 和 图 5.2 
(b) 所 示 。 工 程 上 将 主要 承受 拉 伸 的 杆 件 统称 为 拉杆 ， 受 压 杆 件 称 为 压 杆 或 柱 。 


2. 3л 

在 一 对 相距 很 近 、 大 小 相等 、 方 向 相反 的 横向 外 力作 用 下 ， 杆 件 发 生 的 主要 变形 是 相 
邻 横 截 面 沿 外 力作 用 方向 发 生 错 动 。 这 种 变形 形式 称 为 剪 切 ， 如 图 5. 2(c) 所 示 。 

3. 扭转 

在 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 、 位 于 垂直 于 杆 轴线 的 两 平面 内 的 外 力 偶 作用 下 ， 杆 的 任 
意 横 截面 将 发 生 绕 轴线 的 相对 转动 ， 而 杆 的 轴线 仍 维持 直线 ， 这 种 变形 形式 称 为 扭转 ， 如 
图 5. 2(d) 所 示 。 工 程 上 将 主要 承受 扭转 的 杆 件 统称 为 轴 。 
4. 弯曲 
当 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 的 外 力 偶 作 用 在 杆 的 纵向 平面 内 时 ， 杆 件 的 轴线 由 直线 弯 
曲 成 曲线 ， 这 种 变形 形式 称 为 纯 弯曲 ， 如 图 5. 2(e)。 工程 上 将 主要 承受 弯曲 的 杆 件 统称 
为 梁 。 
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5. 组 合 变形 K 


"ишин клейин АЕ 变形 都 可 看 作 是 上 述 基 本 变形 的 


组 合 。 由 两 种 或 两 种 以 上 基本 变形 组 成 的 复杂 ? 组 合 变 形 。 本 书 随后 儿童， 将 先 分 
别 讨论 上 述 各 种 基本 变形 ， ШІ 
15.4 i E 


工程 设计 的 任务 Айнинин ewa, mem 
ШАДЕН ИЕР 的 外 力作 用 下 ， 不 发 生 破裂 或 过 量 塑性 变形 的 能 力 。 刚 度 是 指 构 


件 在 确定 的 外 力作 用 下 ， 其 弹性 变形 或 位 移 不 超过 工程 允许 范围 的 能 力 。 稳 定性 是 指 构件 
在 某 些 受 力 形式 (如 轴 向 压力 ) 下 其 平衡 形式 不 会 突然 转变 的 能 力 。 








本 童 首先 介绍 了 刚体 和 变形 固体 模型 ， 曾 述 了 求解 平衡 问题 时 ， 把 物体 视 为 刚体 ， 而 
在 研究 物体 在 外 力作 用 下 的 变形 问题 时 把 物体 视 为 变形 固体 。 其 次 介绍 了 材料 力学 的 4 个 
基本 假设 : 均匀 性 假设 、 连 续 性 假设 、 各 向 同性 假设 和 小 变形 假设 ， 材 料 力学 的 研究 对 象 
主要 是 杆 件 。 最 后 ， 分 析 了 杆 件 受 外 力作 用 时 ， 发 生 的 基本 变形 形式 是 拉 伸 (压缩 ) 、 剪 
切 、 扭 转 和 弯曲 ， 讨 论 了 工程 构件 静 力学 设计 的 主要 内 容 是 强度 、 刚 度 和 稳定 性 问题 。 


























关键 术语 


刚体 (rigid body); 变形 固体 (deformation body); 弹性 变形 (elastic deformation); 塑 
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ғ” 


тип 


性 变形 (plastic deformation); 拉 伸 (tension); 压缩 (compression); 剪 切 (shearing); 扭转 
(torsion); # bh (bend); 强度 (strength); 刚度 (rigidity); 稳定 性 (stability) 


习 题 


1. 思考 题 

) 材料 力学 主要 研究 什么 问题 ? 

(2) 材料 力学 的 基本 假设 是 什么 ? 均匀 性 假设 与 各 向 同性 假设 有 何 区 别 ? 
(3) 弹性 变形 与 塑性 变形 有 何 区 别 ? 

(4) 什么 是 杆 件 ?” 杆 件 的 基本 变形 有 哪些 ? 


一 














2. 填空 题 Ж» 
O) 材料 力学 对 变形 固体 的 基本 假设 是 、 aS 和 
(2) 杆 件 的 基本 变形 有 4 种 。 











(3) 构件 的 承载 能 力主 要 包括 Хе, 3 个 方面 。 

са) 钢丝 强 的 变形 是 汽车 карауга # 动 轴 的 变形 是 。 。 ;教室 中 大 梁 
юа Н, алые» 

ШЕР EGOR ТАР СЕНЕН SAEN 
MRTE, FEE ТОО ШО 杆 件 产 
Жи, ре у; 

з. 判断 是 ye 


a) кала Ра, 作用 于 变形 固体 上 的 力 可 以 沿 其 作用 线 自由 移动 。(  ) 

(2) 材料 力学 中 力 可 以 从 原作 用 点 等 效 地 平行 移动 到 物体 内 任 一 指定 点 ， 但 必须 在 该 
力 与 指定 点 所 决定 的 平面 内 附加 一 个 力 偶 。(  ) 

(3) 塑性 变形 是 指 物体 在 外 力作 用 下 发 生变 形 , 但 撤销 外 力 之 后 不 能 恢复 的 变形 。 
( ) 

(4) 刚度 是 指 构件 在 确定 的 外 力作 用 下 ， 不 发 生 破裂 或 过 量 塑 性 变形 的 能 力 。(  ) 

(5) 材料 破坏 指 的 是 材料 断裂 或 发 生 较 大 的 塑性 变形 。(  ) 

(6) 物体 在 外 力作 用 下 所 发 生 的 变形 ， 可 能 是 基本 变 : 形 中 的 一 种 或 几 种 。 C 3 

(7) 根据 小 变形 假定 ， 构 件 在 外 力作 用 下 的 变形 远 小 于 其 原始 尺寸 。(。 ) 























4. 单项 选择 题 
(1) 各 向 同性 假设 认为 ， 材料 内 部 各 点 的 ( ”“”) 是 相同 的 。 

А. 力学 性 质 В. 外 力 C. 变形 D. 位 移 
(2) . "АЖС D. 

А. 构件 不 变 

В НМА РРА и а 

С. 构件 仅 发 生 弹 性 变 
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D. 构件 的 变形 远 小 于 其 原始 尺寸 
G) 构件 要 能 够 安全 正常 地 工作 ， 它 必须 要 满足 ( D). 














А. 强度 条 件 B. 刚度 条 件 

С. 稳定 性 要 求 D. 强度 条 件 、 刚 度 条 件 和 稳定 性 要 求 
(4) 下 列 ( ) 与 材料 的 力学 性 质 无 关 。 

A. 构件 的 强度 B. 构件 的 刚度 

C. 构件 的 稳定 性 D. 静 定 结构 的 反 力 


©) 图 5. 3 所 示 等 截面 直 杆 АВ 两 端 固定 ，C 截面 处 承受 沿 杆 件 轴线 方向 的 力 F,， 关 
于 A、B 两 端 约束 力 ， 下 列 选项 中 ( EMA. 
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ВЕЕТ ТЯ 











E> 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
了 解 拉杆 、 压 杆 的 基本 概念 
理解 


轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 内 力 与 应 力 


кк me 





7 
Жа: а. WA Де Йа 





轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 变形 








材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 
性 能 


А. 
оа 
HA 克 定律 


塑性 材料 、 脆 性 材料 、 比 例 极 限 、 弹 性 极限 、 慑 





! 


7 
nananana Т 


се 延 仲 率 、 截 面 收缩 率 
为 的 概念 





理解 


许可 应 力 和 安全 系数 的 含义 





+ 拉 ( 压 ) 杆 的 强度 条 件 和 强度 计算 








应 力 集中 的 概念 和 含义 、 应 力 集中 对 构件 强度 























应 力 集中 现象 ін 的 影响 
Сженижа! 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
材料 在 拉 伸 (压缩 ) 时 的 力学 性 能 掌握 测定 材料 的 弹性 模 量 
轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 强度 条 件 重点 掌握 ыы. лы 荷载 设计 、 截 面 
КА 
влен 


同一 根 原 木 ， 为 什么 第 二 次 钢丝 绳 会 断裂 呢 ? 


某 县 交通 运输 管理 站 在 木材 公司 仓库 货场 用 吊车 帅 运 原木 ， 当 吊 到 第 15 根 长 
6.5m、 大 头 直径 为 40cm、 小 头 直径 为 26cm 的 样 木 时 ， 工 人 绑 好 钢丝 绳 吊 索 ， 吊 车 轰 


68 杆 件 的 轴 向 拉 伸 和 压缩 


驶 员 驾 驶 吊车 将 原木 从 北端 负 到 5m 左右 南端 的 场地 ， 为 了 将 原木 放 整 齐 ， 原 木 落 地 后 ， 
驾驶 员 又 进行 第 二 次 起 吊 ， 当 吊 物 离 地 面 Тосап EA, ЕЕН КЕ, HERT 
扶 钢 丝 绳 吊 索 的 工人 头 部 打 伤 ， 虽 及 时 送 往 医 院 ， 但 因 抢 救 无 效 死亡 。 

通过 调查 发 现 ， 起 重 臂 险 落 是 由 于 起 重 机 钢丝 绳 断裂 而 造成 的 ， 是 事故 发 生 的 直接 
原因 。 检 查 发 现 断 裂 的 钢丝 绳 已 有 多 处 过 度 锈 蚀 、 磨 损 ， 并 且 有 多 处 严重 断 丝 现象 ， 已 
经 达到 报废 的 标准 ， 在 吊装 过 程 中 ， 因 承受 不 住 吊 物 重 量 ， 断 裂 险 落 。 

钢丝 绳 断 裂 就 属于 拉 伸 破坏 的 问题 ， 当 钢丝 绳 所 受 的 拉力 超过 钢丝 绳 所 能 承受 的 最 
大 拉力 时 就 发 生 断 裂 ， 钢 丝 绳 的 不 断 锈蚀 、 磨 损 和 断 丝 导致 能 承受 的 最 大 拉力 发 生变 
化 ， 从 而 发 生 第 一 次 能 提起 货物 而 第 二 次 却 断 裂 的 现象 。 


| 6.1 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 内 力 与 应 力 


6.1.1 拉杆 与 压 村 的 概念 У 


在 土木 工程 中 ， A 化 成 为 外 力 的 合力 作用 线 与 杆 轴线 重合 的 
杆 件 ， 如 图 6. 1 5 2 ЖЕЖ Е. Ис 6.2 所 示 起 重 架 的 1，2 杆 
等 。 由 于 杆 件 所 产生 的 变形 是 纵 厨 伸 长 或 缩短 ， 这 向 拉 伸 或 压缩 的 杆 件 称 为 拉杆 


或 压 杆 。 | х е, 
Ж: 


RI № 





















钢 拉杆 





图 6.1 


6.1.2 内 力 的 概念 

















在 没有 外 力作 用 时 ， 变 形 固体 内 部 某 一 部 分 与 相 邻 其 他 部 分 之 间 本 来 就 存在 着 各 种 相 
用力 。 当 受到 外 力作 用 而 发 生变 形 时 ， 又 会 产生 附加 的 相互 作用 力 。 这 种 附加 的 相互 
力 会 随 外 力 的 增加 而 增 大 ， 到 达 一 定 限 度 就 会 引起 材料 的 破坏 ， 可 见 ， 它 与 强度 问题 
相关 。 在 材料 力学 中 就 把 这 种 附加 的 相互 作用 力 称 为 内 力 。 

材料 力学 中 研究 的 是 受 力 杆 件 截面 上 的 内 力 。 根 据 连续 性 假设 可 知 ， 内 力 是 作用 于 截 
面 上 的 连续 分 布 力 。 
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6.1.3” 轴 力 与 轴 力 图 








由 于 内 力 是 物体 内 部 相互 作用 的 力 ， 其 大 小 和 指向 可 通过 将 物体 假想 地 截 开 后 利用 平 
衡 条 件 确定 。 例 如 ， 图 6. 3(a) 中 所 示 的 拉杆 ， 要 确定 某 一 截面 上 的 合力 ， 可 以 用 一 假想 的 
横 截 面 将 杆 沿 截面 mx 一 m 截 开 ， 取 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 6. 3(b) 所 示 。 由 于 整个 杆 件 是 处 
于 平衡 状态 的 ， 所 以 左 段 也 应 保持 平衡 ， 由 静 力 平衡 条 件 光 X=0 可 知 ， 截 面 mn 上 的 
分 布 内 力 的 合力 N 必 与 杆 轴 重 合 ， 且 N=P 指向 截面 外 法 线 方向 。 如 果 取 右 段 为 研究 对 
象 ， 如 图 6. 3(c) ， 可 得 出 相同 的 结果 。 作 用 线 与 杆 轴线 相 重合 的 内 力 称 为 轴 力 ， 用 符号 М 
表示 。 
对 于 压 杆 ， 也 可 通过 上 述 方法 求 得 其 任 一 横 截 面 mw 一 mw 上 的 轴 力 N， 其 指向 如 图 6. 4 
所 示 。 为 了 区 分 拉 伸 和 压缩 ， 工 程 上 对 轴 力 N 的 正 负 号 常 作 这 样 的 规定 : 拉 伸 时 的 轴 力 值 
为 正 ， 方 向 与 截面 外 法 线 方向 重合 ， 即 拉力 ; 压缩 时 的 轴 力 负 ， 方 向 与 截面 外 法 线 方 
向 相反 ， 即 压力 。 轴 力 的 单位 为 牛顿 (N) 或 千 牛 (kN) 。 AD 
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图 6.3 图 6.4 


上 述 对 受 力 杆 件 进 行内 力 分 析 的 方法 称 为 截面 法 。 该 方法 适用 于 杆 件 的 各 种 受 力 
情况 ， 具 有 普遍 性 ， 是 材料 力学 中 的 基本 研究 方法 之 一 。 截 面 法 一 般 包 括 以 下 3 个 
步骤 。 

(1) 假想 截面 将 杆 件 截 分 为 两 部 分 ， 并 任 取 其 中 一 部 分 为 研究 对 象 。 

(2) 在 截 开 面 上 用 内 力 代替 另 一 部 分 对 该 部 分 的 作用 。 

СЗ) 列 出 研究 对 象 的 静 力 平衡 方程 ， 并 求解 内 力 。 

例 6-1 杆 件 受 力图 如 图 6.5(a) 所 示 ， 在 外 力 P, Po, Р, 作用 下 处 于 平衡 。 已 知 P = 
5kN，P, 二 10kN，P; 二 15kN, 求 杆 件 AB 和 BC 段 的 轴 力 。 

解 : 杆 件 承受 多 个 轴 向 力作 用 时 ,根据 外 力 情 况 将 杆 分 成 几 段 ,分 段 求 出 杆 的 内 力 。 

(1) 求 AB 段 的 轴 力 。 

ТЕ а—а 截面 处 将 杆 件 截 开 ， 取 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 6. 5(b) 所 示 ， 截 面 上 的 轴 力 
N 表示 ， 并 假设 为 压力 ， 由 平衡 方程 

УХ=0= Pi—Ni=0 
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М,=Р,=5КМ 
Ni 为 正 号 ， 说 明 假设 方向 与 实际 方向 相 „ 






























































ІНІ. АВ 段 的 轴 力 为 压力 。 

(2) 求 BC 段 的 轴 力 。 

J] 5—5 截面 在 BC 段 内 将 杆 截 开 ， 取 右 
段 为 研究 对 象 ， 如 图 6.5Cc) 所 示 , 截面 -的 p w м” ы 
轴 力 用 N 表示 ， 由 平衡 方程 i пе 

TX=0=> М,-Р,-0 4 a b 
(b) (с) 
N,=P;=15kN 

М» 为 正 号 ， 说 明 假设 方向 与 实际 方向 相 ği P Же 
ІНІ, ВС 杆 的 轴 力 是 压力 。 

为 验证 这 个 结果 ， 取 左 段 为 研究 对 象 ， 4 бі в b 
如 图 6. 5(d) 所 示 ， 并 假设 N 为 拉力 ， 由 平衡 
方程 Ф 86.5 

= oœ Р,-Р, < 

М. 为 负 号 ,说 明 假 设 方向 与 Т 实际 为 压力 ， 最 终结 果 与 取 左 段 分 析 
相 一 致 。 

必须 指出 : 在 采用 截面 法 之 前 ， боша .. 
改变 了 杆 件 的 变形 性 质 ， 并 使 p 之 改变 。 锥 А Р, 移动 到 A 点 ， 则 AB 
БО ЕЙ ІНЕ. ЖИШШ УЛЫ). А 

当 杆 件 受 到 多 于 两 ИРЕ состане 同 ， 在 这 种 情 
况 下 ， 2. ойы 都 要 以 杆 Ха игу. 为 此 就 必须 知道 杆 的 各 个 
横 截 面 上 的 轴 最 大 轴 力 。 为 了 直观 地 看 出 轴 力 沿 横 截 面 位 置 的 变化 情况 ， 可 按 





选 定 的 比例 尺 ， 了 io 于 杆 轴线 的 坐标 表示 各 横 
截面 轴 力 的 大 小 ， 绘 出 表示 轴 力 与 截面 位 置 关系 的 图 形 ， 称 为 轴 力 图 。 夯 图 时 ,习惯 上 将 
正 值 的 轴 力 画 在 上 侧 ， 负 值 的 轴 力 画 在 下 侧 。 
16-2 杆 件 受 力 如 图 6. 6(a) 所 示 。 试 求 杆 内 的 轴 力 并 作出 轴 力 图 。 
解 : (1) 为 了 便于 求解 ， 可 以 先 求 出 支 座 反 力 К. 如 图 6. 6(b) 所 示 ， 由 杆 的 整体 平衡 
条 件 




















ХХ-о В-15--40-13--25--0 
R=20kN 

(2) 求 各 段 杆 的 轴 力 。 

SRK AB 段 轴 力 : 用 а—а 截面 将 杆 件 在 AB 段 内 截 开 ， 取 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 6. 6 
OHR, AN 表示 截面 上 的 轴 力 ， 并 假设 为 拉力 ， 由 平衡 方程 

EX=0> —R+Ni=0 
Ni=R=20kN 

Ni ЖЕЗ. 表示 АВ 段 的 轴 力 为 拉力 

求 BC 段 的 轴 力 : 用 5—5 截面 将 杆 件 截断 ， 取 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 6. 6(d) 所 示 ， 
由 平衡 方程 



















































P;=30kN іс 
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ШЕ 
ТЫ 
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N: 为 正 号 ， 表 示 力 为 拉力 5 
a киек 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 6. 6(e) 所 示 ， 由 


平衡 方程 


平衡 











2X=0 К— 15+40+ №, =0 
едің 
№, уй, Жк CD 段 的 轴 力 为 压力 。 
R DE Вей. 用 dd 截面 将 杆 件 截断 ， 取 右 段 为 研究 对 象 ， 如 图 6. 6(f) 所 示 ， 由 

















方程 
Х.Х--0-> 25—М,=0 
N, =25kN 
М, AES, 表示 DE 段 的 轴 力 为 拉力 





G) 画 轴 力图 。 
以 平行 于 杆 轴 的 zx 轴 为 横 坐 标 ， 垂 直 于 杆 轴 的 坐标 轴 为 N 轴 ， 按 一 定 比 例 将 各 段 轴 


力 标 在 坐标 轴 上 ， 可 作出 轴 力 图 ， 如 图 6. 6(g) 所 示 。 


6.1. 


4 应 力 的 概念 
利用 截面 法 可 以 求 出 整个 截面 上 分 布 内 力 的 合力 ， 由 于 杆 件 材料 是 连续 的 ， 所 以 内 力 




















必然 是 分 布 在 整个 截面 上 。 为 研究 杆 件 的 强度 ， 仅 仅 确 定 了 截面 上 的 内 力 是 不 够 的 ， 还 必 
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须知 道内 力 在 截面 上 各 点 处 的 分 布 情况 ， 即 需要 了 解 截面 上 各 点 内 力 的 集 度 。 

例如 ， 两 根 材料 相同 、 截 面 面 积 不 同 的 杆 ， 受 同样 大 小 的 轴 向 拉力 了 作用 ， 则 两 杆 件 
横 截 面 上 的 内 力 是 相等 的 ， 但 从 内 力 在 截面 上 分 布 的 密集 程度 (简称 内 力 集 度 ) 而 言 ， 显 然 
杆 件 截面 越 小 内 力 集 度 越 大 。 因 此 随 着 外 力 的 增加 ， 截 面积 小 的 杆 件 必然 先 发 生 破坏 。 

内 力 在 一 点 处 的 分 布 集 度 称 为 应 力 。 为 了 说 明 截 面 上 某 一 点 C 处 的 应 力 ， 可 在 C 点 周 
围 取 一 微小 面积 AA， 作 用 在 微 面积 AA 上 的 内 力 合 力 记 为 AP， 如 图 6. 7(a) 所 示 ， 则 比值 







































































五 一 
AA 
р 称 为 AA 上 的 平均 应 力 ， 一 般 情 况 下 截面 上 各 点 处 的 内 力 是 连续 分 布 的 ， 但 并 不 
一 定 均匀 ， 因 此 ， 平 均 应 力 五 的 值 将 随 АА 的 大 小 而 变化 。 为 消除 ДА 面积 大 小 的 影响 ， 
将 АА 无 限 缩小 并 趋 于 零 后 ， 得 到 的 平均 应 力 五 的 极限 值 即 为 С 点 处 的 内 力 集 度 ， 用 p 
表示 。 



































р FKJ C 点 处 的 应 力 。 一 般 来 说 应 力 р 与 截面 既 4S 哗 直 也 不 相 切 ， 为 便于 分 析 ， 通 
常 将 它 分 解 为 垂直 于 截面 和 相 切 于 截面 的 两 个 分 量 8 6.7(b) 所 示 ， 与 截面 垂直 的 应 
力 分 量 称 为 正 应 力 (或 法 向 应 力 )， 用 о ЖК» КО ЧУТ 
应 力 )， 用 /上 表示 。 








应 力 的 单位 是 帕斯卡 (Pascal)， 简 称 为 帕 ， 符 号 为 “Pa”。(1Pa 二 1N/m?)， 工程 中 还 
常常 使 用 千 帕 (kPa) 、 兆 帕 (MPa) 及 吉 帕 (GPa) 作为 单位 ， 其 中 1kPa=10°Pa, 1MPa= 
10% Ра, 1GPa=10’ Pa, 

在 工程 图 纸 上 ， 由 于 长 度 尺寸 常 以 mm 为 单位 ， 为 计算 方便 常用 到 如 下 换算 关系 。 

1MPa=10: N/m:=10: N/10f mm? =1N/mm? 
































6.1.5 RRMA ERJ 


1. RAAHEEN 
如 前 所 述 ， 对 于 杆 件 的 强度 而 言 ， 研 究 其 应 力 具 有 重要 的 意义 ， 为 求 得 杆 件 横 截 面 
上 任 一 点 的 应 力 ， 首 先 应 确定 应 力 在 截面 上 的 分 布 规律 。 应 力 在 截面 上 的 分 布 不 能 直接 
观察 到 ， 但 由 于 内 力 与 变形 有 关 ， 可 以 通过 对 杆 件 的 变形 进行 实验 研究 来 推测 应 力 的 
分 布 。 
取 一 根 等 直 杆 ， 如 图 6. 8(a) 所 示 ， 为 便于 实验 观察 轴 向 受 拉杆 所 发 生 的 变形 现象 ， 在 
未 受 力 前 的 杆 件 表面 均匀 地 画 上 若干 与 杆 轴线 平行 的 纵 线 及 与 轴线 垂直 的 横 线 ， 使 杆 表面 
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形成 许多 大 小 相同 的 方 格 。 然 后 在 杆 的 
HAH | 两 端 施加 一 对 轴 向 拉力 P， 如 图 6. 8(b) 
所 示 ， 可 以 观察 到 : 在 保持 互相 平行 的 





同时 ， 所 有 的 纵 线 都 伸 长 了 ， 而 所 有 的 
横 线 在 保持 垂直 于 杆 轴 时 仍 为 直线 ， 只 














| 
— | 


=- |: с 后 仍 保持 为 平面 ， 并 仍 垂直 于 杆 轴线 ， 
这 个 假设 称 为 平面 假设 。 根 据 这 个 假设 








可 以 进一步 推断 
的 拉力 作用 。 由 











等 ， 如 图 6. 8(c) 所 示 。 若 杆 件 横 截 面 上 的 轴 





述 推断， 再 利用 


此 公式 同样 





应 力 。 
解 : 杆 的 横 


HN 而 有 正 负 之 分 ， 拉 访 
例 6-3 若 例 6 一 


根据 这 一 现象 可 以 作出 一 个 重要 假 
设 ， 即 变形 前 原 为 平面 的 横 截 面 ， 变 形 











(а) 
ЕЕ КЕ ЕЕ -- 是 相对 距离 增 大 了 ， 从 表面 上 看 小 方 格 
相应 地 变 成 了 长 方 格 。 
(b) 
(с) 


可 以 推 斯， 杆 件 在 拉 伸 变 形 时 ， 所 有 纵 


图 6.8 向 纤维 全 都 网 样 地 伸 长 。 
由 于 前 面 已 假设 材料 是 均匀 连续 的 ， 而 杆 的 分 布 内 与 杆 的 变形 程度 有 关 ， 又 














， 杆 件 在 拉 伸 变形 时 ， рн 沿 轴线 方向 作用 的 、 大 小 相同 
上 可 得 结论 : 轴 向 拉 伸 时 ， Иш 上 各 点 处 产生 正 应 力 ， 且 大 小 相 

{л ， 并 已 知 该 横 截 面 的 面积 人 A， 则 根据 上 
静 力 学 平衡 条 件 ， 最 终 截面 上 正 应 力 o 的 计算 公式 为 









с=—— < (6-1) 

ҮЛГЕР ДЕЗІСТЕРІЛІГІ ЖЬ -oan 正 应 力也 随 轴 
Жел н 

等 直 杆 为 so Omm 和 矩形 截面 ， 试 求 杆 中 各 段 横 截 面 上 的 


截面 面积 为 
A=0. 03X0. 06=0. 0018(m’)=18X10 тт” 











在 例 6- 2 中 已 求 得 РАЧА Ni=20kN, N:=35kN, N:=—5kN, N 
25kN， 代 人 和正 应 力 计算 公式 一 网 可 得 到 如 下 结果 。 
AB 段 内 任 一 模 截 面 上 的 应 力 





ВС 段 内 任 一 横 截 面 上 的 应 力 


CD 段 内 任 一 横 截 面 上 的 应 力 





DE 段 内 任 一 横 截 面 上 的 应 力 
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М. 20X10? 


й A 18х10 





=11. 11X 10° (Pa)=11. 11МРа 





2N: _ 35X10 _ uvis 
o= A igx jo 7 l 44X 10° (Pa =19. 44MPa 








Ne 0 6 же 
вз == СА 8X10 2.78X 10°(Pa) 2. 78MPa 


























N, _ 25X10 6 кет 
а-а 8x 0 二 一 13. 89 基 0%(Ра)--13. 89MPa 
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2. Аа Бю 


前 面 讨论 的 杆 件 的 横 截 面 是 一 个 方位 特殊 的 截面 ， 在 这 个 截面 上 剪 应力 为 0。 有 时 工 
程 中 需要 考虑 更 为 一 般 的 情况 ， 即 杆 件 在 任 一 斜 截面 上 的 应 力 。 仍 以 一 根 在 两 端 分 别 受到 
一 个 大 小 相等 的 轴 向 拉力 P 的 作用 的 等 直 杆 为 例 ， 如 图 6. 9(a) 所 示 ， 现 分 析 任 意 斜 截面 
a 一 上 的 应 力 , КІН а 的 外 法 线 on 与 杆 件 轴线 二 轴 的 夹 角 为 9， 并 规定 9 从 xz 轴 起 
Ж. НЕН ЖЕ. 
































N p 
© С X$ @ 
将 杆 件 在 a 一 6 截面 处 截 开 ， ap 6.9(b) 所 示 ， 由 静 力 平 衔 方 


ЖУХ-о. 可 求 得 a /截面 上 六 入 为 
Ns=PS 


HER N HWRE а ZOLIM. 4 & 一 /截面 上 任 一 点 的 总 应 力 ， 则 根据 前 














面 对 横 截面 上 正 应 律 的 分 析 ， 得 到 斜 截面 上 各 点 处 的 总 应 力 相 等 的 结论 ， 
如 图 6. 9(c) 所 示 ， :可 得 
一 Ne 六 
PTA, 一 Ai 
Ж, А, 是 斜 截面 的 面积 。 从 几何 投影 关系 可 知 ，A, 王 ， 将 它 代 入 上 式 得 
po= АГ) 
Жер, АВИ ӘЛЕН 220. i 
Ро =ссоѕд 
ЗН РАР. ЭШ ро 分 解 为 与 斜 截面 垂直 的 正 应 力 co ЯП ЗИСТАН ЫЈ А ЭУ Л 7] го» 
如 图 6. 9(d) 所 示 ， 由 投影 关系 得 到 














四 一 加 cosa 一 acos20 (6-2) 
T= фәвіпб--ссовбвіп0---- 1 2 6зіп20 (6-3) 


2006-2), 2006 -3) 反 映 出 本 210% 和 前 应力 ze 的 数值 
随 斜 截面 位 置 9 角 而 变化 的 规律 。 同 样 它们 也 适用 于 轴 向 受 压 杆 。 
о) 和 zo 的 正 负 号 规定 如 下 : 正 应 力 o 以 拉 应 力 为 正 ， 压 应 力 为 负 ; 剪 应 力 то 以 它 使 
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тип= 











研究 对 象 绕 其 中 任意 一 点 有 顺 时 针 转 动 趋势 时 为 正 ， 反 之 为 负 。 

由 式 (6-2)、 式 (6-3) 可 以 研究 轴 向 拉 压 杆 在 斜 截面 上 的 正 应 力 和 剪 应 力 随 截面 的 方 
位 角 0 而 变化 的 规律 ， 分 别 对 式 (6 -2) 、 式 (6 - 3) 求 一 阶 导数 ， 可 得 

0) 二 一 20sin9 和 т)--осов20 

上 述 两 个 式 子 分 别 等 于 0， 可 以 得 到 如 下 结论 。 

) 当 0 二 0° 时 ， 正 应 力 达 到 最 大 值 




















2 


Omax “O 
即 拉 压 杆 的 最 大 正 应 力 发 生 在 横 截 面 上 。 
(2) 当 a 一 45" 时 ， 前 应力 达到 最 大 值 








уш 


拉 压 杆 的 最 大 剪 应 力 发 生 在 与 杆 轴 成 45 的 斜 截面 上 。 



























































6.2.1 线 应 变 的 概念 Sa 
杆 在 受到 轴 向 力作 用 时 ， 沿 标 алан ea 称 为 纵向 变形 ， 同 时 杆 的 
横向 尺寸 将 减 小 (或 增 大 )， 在 孝 绎 着 的 轴 向 变形 情况 时 ”需要 用 到 线 应 变 的 概念 ， 下 面 来 
介绍 一 些 线 应 变 的 基本 知识 人 % 
ип вкл EAIA M A IJI. ЖЕЛЕ Lis WERA 
Р © Рона ALSL L, ШІН 6.10 
! 所 示 。 
A дааа Бараралалар J 由 于 杆 的 各 段 是 均匀 伸 长 的 ， 对 
| A f | 于 不 同 长 度 的 杆 件 来 说 ， 考 虑 单位 长 
度 上 的 变形 量 更 有 实用 意义 。 单 位 长 
度 的 纵向 伸 长 称 为 纵向 线 应 变 。 用 。 表 
图 6.10 示 ， 即 
є=®Ё (6-4) 





下 面 来 考察 杆 件 的 横向 变形 ， 设 拉杆 原始 横向 尺寸 为 4， 受 力 后 缩小 到 di, WE ТЫ 
尺寸 的 缩小 量 为 
Да-а,-а 
与 之 相应 的 应 变 (横向 线 应 变 )e 为 
4а (6-5) 


拉 伸 时 s WE, e 为 负 。 
以 上 的 一 些 概念 也 同样 适用 于 压 杆 ， 但 压 杆 的 纵向 线 应 变 为 负 ， 而 横向 线 应 变 为 正 。 
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6.2.2 ЖЕ 


实验 结果 表明 : 如 果 所 施加 的 外 力 使 杆 件 的 变形 处 于 弹性 范围 内 ， 则 杆 的 伸 长 量 AL 
与 杆 所 承受 的 轴 向 外 力 成 正比 ， 即 

















м.=®Ё 
根据 实验 的 反映 情况 ， 可 以 引入 一 个 比例 常数 下， 则 有 


AL=EA 


当 杆 件 只 在 两 端 承受 轴 向 外 力 P 作 用 时 ,可 将 上 式 改 写成 


_NL 
А-А 


上 述 比 例 关系 称 为 虎 克 定律 ， 于 1678 ЕҢ ЖЕРЕ 
E 称 为 弹性 模 量 。 从 式 (6 - 6) 可知 ， 当 其 他 条 件 相同 时 
越 小 ， 它 表示 材料 抵抗 弹性 变形 的 能 力 。 окун 


(6-6) 





(6-7) 


首先 提出 ， 式 中 比例 常数 
的 弹性 模 量 E 越 大 ， 则 变形 
料 而 异 ， 是 通过 试验 测定 的 ， 其 单 
和 于 长 度 相等 ， 且 受 力 相同 的 拉杆 ， 











位 与 应 力 单位 相同 。EA 称 为 杆 件 的 抗 拉 ( 压 ) 
其 抗 拉 ( 压 ) 刚 度 越 大 ， 则 变形 就 越 小 。 ж 


КИЕ 5 а 
(6-8) 
RG- ЕЕ ШЕТТЕ ДЕ 
应 变 成 正比 


| с алина 材料 的 比例 т о, 表示 ( 详 见 下 节 ) 。 
验 结果 表明 件 应 力 不 超 过 比例 设 限时 ， 横 向 线 应 变 e 与 纵向 线 应 变 s 的 绝对 
EZEN ER, 此 比值 称 为 横向 变形 系数 或 泊 松 比 ， 用 u 表示 。 








(6-9) 














是 无 单位 的 量 ， 其 数值 随 材料 而 异 ， 可 由 试验 测定 。 
考虑 到 此 两 应 变 e' 和 的 正 负 号 恒 相 反 ， 故 有 
є'=—ш 
弹性 模 量 E ANEHE y 都 是 表示 材料 弹性 性 能 的 常数 。 表 6 - 1 中 列 出 了 几 种 常用 材 
ЖШ E My fii. 


























Ж6-1 JARAH EM p 值 

















材料 Е/СРа и 
玻璃 55 0.25 

混凝土 12--23 0.1--0.18 
纵 纹 木材 9.8--12 0.5 
橡胶 0. 00784 0.47 











iens 

















( 续 ) 
材料 E/GPa в 
低 碳 钢 196 一 216 0.25--0.33 
合金 钢 186 一 216 0. 24~0. 33 
灰 铸铁 78.4--147 0.23--0.27 
铜 及 其 合金 72.5--127 0.31--0.42 











例 6-4 一 方形 截面 的 混凝土 ， 如 图 6. 11(a) 所 示 ， 上 段 柱 边 长 为 300mm， 下 段 柱 边 
长 为 400mm。 和 荷载 P=100kN， 不 计 自重 ， 材 料 的 弹性 模 量 下 一 3X 10 "MPa， 试 求 柱 顶 
位 移 。 

解 : (1) 要 应 用 虎 克 定律 ， 须 先 求 出 混凝土 柱 各 段 的 内 力 ， 通 过 与 例 6-2 相似 的 分 














析 ， 容 易 得 到 
AB ВНШ) Nm 一 一 P 一 一 100kN; Ж» 
ВС ВШ М,=—3Р=—300КМ, K 


轴 力 均 为 压力 ， 轴 力图 如 图 6. 11(b) 所 示 。 ҚЫ 


х 
V 100kN 











300kN 


(a) (b) 
6.11 


(2) 设 混凝土 柱 顶 面 A 下 降 的 位 置 为 AAA， 显然 它 的 位 移 就 等 于 全 柱 的 总 缩短 。 由 于 上 、 
下 两 柱 的 截面 积 及 轴 力 都 不 相等 ， 故 应 分 别 求 出 两 段 变形 ， 然 后 求 其 总 和 ,由 式 (6 -7)， 得 
М 一 Al 十 Ar 
Мав • Ілв | Ne "іс 
=E- As |E. An 
(-100Х10%)Х3000 , (—300X 10°) X 4000 
3X10'X300 3X10'X400 
一 一 0. 111 一 0. 25 
= —0. 36(mm) 
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16-5 托 架 结构 如 图 6.12(a) 所 示 , 已 知 外 力 P=100kN, 求 AB 杆 及 BC 杆 的 变形 。 
ЕЛІ AB 杆 为 钢 杆 ，Al =10cm?, Е, =2. 1X 10°MPa; BC Ж ЖЖ. А =400cm?, E, = 
1х10'МРа, 


解 : (1) 求 各 杆 的 轴 力 。 取 В 节点 为 研究 对 象 [图 6. 12(b) ]， 列 平衡 方程 得 











X=0 Na 十 Naccosa 一 0 (а) 
ХҮ-0- Р №-зіпа=0 а» 
апа е 290 1.57, ..а--57.53, sina=0.843, соза--0.537, RAR), 











(b) 解 得 
Nm 一 63.7kN №: = —118. 6kN 


(2) 计算 杆 的 变形 。 
___Мав{лв 63.7XX103X1400 
Alag 


ЕлАл, 2.1X10!X10X 405 
=4. 247 (mm) KK > 
= з 12200. 
Мы = Nele 1; КЫ 843 
© ExAr 55% 00Х 10° 
=—0. Кл 
1400, Р ж 
Ж а 

















25, 
Же 
ІР 
2 Nas 
Я у B 
a 
“/ 
(b) 
6.12 


| 6. 3 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 





材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 质 又 称 机 械 性 能 ， 是 指 材料 在 受 力 过 程 中 在 强度 和 变形 
方面 表现 出 的 特性 ， 是 解决 强度 、 刚 度 和 稳定 性 问题 不 可 缺少 的 依据 。 

材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 质 是 通过 试验 得 出 的 。 拉 伸 与 压缩 试验 通常 在 万 能 材料 
试验 机 上 进行 ， 试 验 的 一 般 过 程 为 : 把 由 不 同 材料 按 标准 制 成 的 试 件 装 夹 到 试验 机 上 ， 试 
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工程 力学 
验 机 对 试 件 施 加 荷载 ， 使 试 件 产生 变形 甚至 破坏 。 

根据 试 件 在 拉 断 时 塑性 变形 的 大 小 ， 可 以 将 其 区 分 为 塑性 材料 和 脆性 材料 ， 塑 性 材料 
在 拉 断 时 具有 较 大 的 塑性 变形 ， 如 低 碳 钢 、 合 金 钢 、 铝 、 铝 等 ， 脆 性 材料 在 拉 断 时 ,塑性 
变形 很 小 ， 如 铸铁、 砖 、 混 凝 土 等 。 实 验 研究 中 常 把 工程 上 用 途 较 广泛 的 低 碳 钢 和 和 铸铁 作 
为 两 类 材料 的 代表 。 

















6.3.1 材料 在 拉 伸 时 的 力学 性 能 








拉 伸 试验 时 采用 标准 试 件 ， 如 图 6. 13 所 示 。 试 件 的 中 间 部 分 较 细 ， 两 端 加 粗 ， 便 于 
将 试 件 安装 在 试验 机 的 夹具 中 。 在 中 间 等 直 部 分 标 出 一 段 作为 工作 段 ， 用 来 测量 变形 ， 其 
长 度 称 为 标 距 /。 通 常规 定 标 距 /与 其 截面 直径 d 的 比例 为 /二 104d( 长 试 件 ) 和 /二 5d( 短 试 
件 )。 和 矩形 截面 试 件 标 距 和 截面 面积 A 之 间 的 关系 规定 为 1=11. З VA( 长 试 件 ) 和 /=5. 65 VA 
( 短 试 件 ) 。 


L 低 碳 钢 的 拉 伸 试验 Ж 


D P-A Шс -e 图 
ЖЕ ДО ОЙНА: 2. OAN 缓慢 地 加 载 ， 直 到 使 试 件 
拉 断 为 止 。 在 拉 伸 的 过 程 中 ， SS Кука 与 绝对 伸 长 量 的 关系 绘 成 已 Al 曲 
线 图 ， 如 图 6. 14 所 示 。 



































图 6.13 图 6.14 


由 于 Al 与 试 件 的 标 距 1 及 横 截 面 面 积 A 有 关 ， 因 此， 既 使 是 同一 种 材料 ， 当 试 件 尺 
寸 不 同时 ， 其 拉 伸 图 也 不 同 。 为 了 消除 试 件 尺 寸 的 影响 ， 常 将 拉 伸 图 的 纵 坐 标 除 以 试 件 横 


截面 的 原 面积 ， 用 应 力 c PRR: 将 其 横 坐 标 Al 除 以 试 件 工作 段 的 原 长 *， 用 线 应 变 e 









































学 表示 。 这样 得 到 的 曲线 即 与 试 件 的 尺寸 无 关 ， 可 以 代表 材料 的 力学 性 能 。 此 曲线 称 为 
в-е 图 (应 力 - 应 变 图 )， 如 图 6. 15 所 示 。 

D 拉 伸 过 程 的 4 个 阶段 

根据 试 件 的 5 -s 曲线 ， 低 碳 钢 的 拉 伸 过 程 可 划分 为 4 个 阶段 ， 下 面 分 别 对 这 些 阶段 进 
行 讨论 。 




















“Жет ENMANE 











图 6.15 
(1) 弹性 阶段 (图 6. 15 中 的 ob 段 )。 当 加 在 试 件 上 的 应 去 不 超过 5 点 所 对 应 的 应 力 值 
时 ,材料 的 变形 全 部 是 弹性 的 ， et A 这 段 图 线 的 最 高 点 45 相对 


应 的 应 力 值 称 为 材料 的 弹性 极限 ， 以 oe RIR o 


在 弹性 阶段 时 ， 


材料 的 比例 极限 ， 月 
Же 的 夹 角 a 的 正切 值 即 为 材料 的 弹 


弹性 极限 о. 与 


(2) 屈服 阶段 ( 
应 力 仅 在 一 个 微小 
这 种 应 力 几乎 不 变 ， 
为 届 服 阶段 。 
ш 


Жо 


kan 
程 上 对 它们 不 加 严格 区 кз ш 














此 ， 通 常 将 1 


极限 о, 约 为 240MPa。 


当 材料 到 达 屈 月 


在 应 力 波动 范围 中 ， 最 高 点 的 应 力 值 称 为 上 屈服 极限 ， 
KIKIR. KRH, 


i ӨЫ. 成 正比 。a 点 对 应 的 应 力 称 为 
Н о, 表示 。 усен, 极限 op 约 为 200MPa。 oa 与 横 坐 








一 tana (6-10) 

0 нері 出 的 数值 很 接近 ， 因 此 ， 通 常 工 
ТІСІ! 

HPI be BD. ОТТО ТЛ ЛИНО. АИ ИНА, 


т (о. 图 化 呈现 出 一 段 接近 水 平 的 
应 变 却 不 断 增加 ， 


“锯齿 ” 形 线段 bce。 
届 服 现象 ，bc 阶段 称 
最 低 点 的 应 力 值 称 为 
很 多 因素 对 上 屈服 极限 的 数值 有 影响 ， 而 下 屈服 极限 则 较为 稳 
下 屈服 极限 称 为 材料 的 屈服 极限 或 流动 极限 ， 以 e 表示 。 低 碳 钢 的 屈服 


从 而 产生 显著 变形 的 现象 称 为 








民 阶 段 时 ， 如 果 试 件 表面 经 过 抛光 ， 则 在 试 件 表 面 上 可 以 看 到 许多 倾斜 


的 与 试 件 轴线 约 成 45 的 条 纹 ， 这 种 条 纹 称 为 滑 移 线 。 这 是 由 于 在 45 斜面 上 存在 最 大 剪 应 


力 ， 造 成 材料 内 部 唱 
形 的 根本 原因 。 
应 力 达到 届 服 
时 ,一 般 应 将 构件 
度 的 一 个 重要 指标 。 
(3) 强化 阶段 ( 








明 ， 若 要 试 件 继续 变形 ， 
变形 试 件 主要 发 生 塑 性 变形 ， 


在 强化 阶段 
在 试验 中 可 以 明显 











a 格 之 间 发 生 相互 滑 移 所 致 。 一 般 认为 ， 晶 体 的 相对 滑 移 是 产生 塑性 





变 





时 ， 材 料 出 现 了 显著 的 塑性 变形 ,使 构件 不 能 正常 工作 ， 故 在 构件 设计 
最 大 工作 应 力 限制 在 届 服 极限 a, 以 下 ， 因 此 ， 届 服 极 限 是 衡量 材料 强 











图 6. 15 中 的 cd 段 ) 。 
必须 增加 应 力 ， 


经 过 屈服 阶段 ，c-s 图 中 
这 一 阶段 称 为 强化 阶段 。 

其 变形 量 要 比 在 弹性 阶段 内 大 得 多 ， 所 以 
也 观察 到 整个 试 件 的 横向 尺 才 在 缩小 。 图 6. 15 中 曲线 最 高 点 d 所 对 应 


由 线 又 继续 上 升 ， 这 表 
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ien? 
的 应 力 称 为 强度 极限 ， 以 m 表示 ， 低 碳 钢 的 强度 极限 约 为 400MPa。 


(4) 颈 缩 阶段 (图 6. 15 中 的 de 段 )。 在 强度 极限 前 试 件 的 变形 是 均匀 的 ， 在 强度 极限 
后 ， 即 曲线 的 de 段 ， 变 形 集中 在 试 件 某 一 局 部 ， 纵 向 变形 显著 增加 ， 横 截面 面积 显著 减 


—_— ав за 小 ， 形 成 颈 缩 现 象 ， 出 现 如 图 6. 16 所 示 的 “人 颈 
缩 ” 现 象 。 由 于 颈 缩 处 截面 面积 迅速 缩小 ， 试 件 
Dsc ki 继续 变形 所 需 的 拉力 了 反而 下 降 ， 最 后 当 曲 线 到 
达 e 点 时 ， 试 件 被 拉 断 ， 这 一 阶段 称 为 “ 颈 缩 ” 
В 6. 16 阶段 。 
对 于 低 碳 钢 来 说 ， 屈 服 极限 os 和 强度 极限 o 是 衡量 材料 强度 的 两 个 重要 指标 。 
3) 塑性 指标 
试 件 拉 断 后 ， 弹 性 变形 消失 了 ， 只 剩 下 残余 变形 ， 残余 变形 标志 着 材料 的 塑性 。 常 
来 衡量 材料 的 塑性 性 能 的 指标 有 两 个 。 
СТ) 延伸 率 。 ананы 4 2. ЖҚА» 则 比值 
0 一 8-і; 100% Ху 




















(6-1 





称 为 材料 的 延伸 率 。 
(2) 截面 收缩 率 。 试 件 断裂 处 的 最 小 模 表 fe 表示 ， 原 截面 面积 为 A,， И 





比值 
Ko (6-12) 
称 为 截面 收缩 率 。 
延伸 率 和 截面 收缩 毫 是 衡量 材料 塑性 селі, 一 般 来 说 ， 数 值 越 大 表明 材料 
塑性 越 好 。 et 小 将 材料 分 为 三 5% 的 材料 作为 塑性 材料 ，6 二 5% 的 材 
料 作为 脆性 材料 。 低 ааа. ФАН 60%. 


4) 冷 作 硬化 

在 试验 过 程 中 ， 如 加 载 到 强化 阶段 内 的 某 点 时 (图 6. 17)， 将 荷载 逐渐 减 小 到 零 ， 可 
以 看 到 ， 缉 载 过程 中 应 力 与 应 变 仍 保持 为 直线 关系 ， 上 且 缉 载 直 线 ko 与 弹性 阶段 内 的 直线 
оа 近乎 平行 。 在 图 6.18 所 示 的 o-e 曲线 中 ,& 点 的 横 坐 标 可 以 看 成 是 001 与 од 之 和 ， 
其 中 oo 是 塑性 变形 se.，oig 是 弹性 变形 6.。 
如 果 印 载 后 立即 再 加 荷载 ， 直 到 试 件 
拉 断 ， 所 得 的 加 载 曲线 如 图 6.18 中 的 
oikde， 通 过 比较 可 见 印 载 后 再 加 载 ， 材 料 
的 比例 极限 和 屈服 极限 都 得 到 提高 ， 而 塑 
性 下 降 。 这 种 将 材料 预 拉 到 强化 阶段 ， 然 
后 邱 载 ， 当 再 加 载 时 ， 比 例 极限 和 屈服 极 
限 得 到 提高 ， 塑 性 降低 的 现象 称 为 冷 作 硬 
化 。 在 工程 上 常 利用 冷 作 硬 化 来 提高 钢筋 
和 钢 索 等 构件 的 屈服 极限 ， 达 到 节约 钢材 
料 的 目的 。 
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“Жет ++ 


2. 铸铁 的 拉 伸 试验 


铸铁 可 作为 脆性 材料 的 代表 ， 其 a。-e 曲线 如 图 6.18 所 示 。 
从 铸铁 的 so-e 曲线 图 可 以 看 出 ， 铸 铁 没有 明显 的 直线 部 分 ， 但 
习 直 到 拉 断 时 其 变形 非常 小 , 因此 ， 一 般 规定 试 件 在 产生 
O. 1% 的 应 变 时 ， 所 对 应 的 应 力 范围 为 弹性 变形 ， 并 认为 这 个 
范围 内 服从 虎 克 定律 。 工 程 上 近似 地 将 o-e 曲线 用 一 条 割 线 来 
代替 (如 图 6.18 中 虚线 )， 从 而 确定 其 弹性 模 量 ， 称 之 为 制 线 
弹性 模 量 。 

铸铁 在 拉 伸 时 无 届 服 现象 和 颈 缩 现象 ， 断 裂 是 突然 出 现 ЕСЕПТЕГІ 
的 。 断 口 与 轴线 垂直 ， 塑 性 变形 很 小 。 衡 量 铸铁 的 唯一 指标 是 
强度 极限 ovo 

[ 程 上 常用 到 的 шашта аш 



















































































A 6.18 

















6.3.2 材料 在 压缩 时 的 力学 性 能 


如 图 6. 19 所 示 ， 金 属 材料 压缩 试验 用 圆柱 浪 渤 件 ， 为 了 避免 将 试 件 压 弯 与 减少 试 件 
端面 的 摩擦 对 试验 结果 的 影响 ， 一 般 取 试 为 直径 的 1. 5 一 3 倍 。 非 金属 材料 (如 混 
凝 土 ， 石 料 等 ) 试 件 为 立方 块 。 5 

L 低 碳 钢 的 压缩 试验 。 、 

如 图 6. 20 所 示 ， 图 中 有 ИТІ эсеси йо о е А. зза 
RUL: KAMERAN ИШИНИ о, рр АТ ТОД ЗА Ж ЫЙЫН НЕЯ ВЕЙ о, 
нае PERHE юшин меова 
EE, ФЕ а АУБ АТОНА. БШП. ТАРЕ Т BIRER. A 


此 ， 不 能 测 出 强度 极限 。 


а) ® 
В 6. 19 В 6.20 
由 此 可 见 ， 低 碳 钢 的 力学 性 能 指标 ， 通 过 拉 伸 试验 都 可 测定 ， 一 般 不 须 做 压缩 试验 。 
类 似 情 况 在 其 他 塑性 材料 中 也 存在 。 
2. 铸铁 的 压缩 试验 
铸铁 受 压缩 时 的 c-s 曲线 如 图 б. 21 所 示 。 图 中 虚线 表示 受 拉 时 的 c-e 曲线 。 由 图 可 
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(1.5-3)d 


h= 


























工程 力学 

见 ， 整 个 压缩 时 的 图 形 与 拉 伸 时 相似 ， 但 压缩 时 的 延伸 率 $ 要 比 拉 伸 时 的 大 ， 压 缩 时 的 强 

度 极 限 约 是 拉 伸 时 的 3 一 4 倍 。 试 件 将 沿 与 轴线 成 45 的 斜 截面 上 发 生 破坏 ， 即 在 最 大 剪 应 

力 所 在 面 上 破坏 。 说 明和 铸铁 的 抗 压强 度 低 于 抗 拉 强 度 。 
其 他 脆性 材料 如 混凝土 、 石 料及 非 金属 材料 的 抗 压 强度 也 远 高 于 抗 拉 强 度 。 木 材 是 各 

向 异性 材料 ， 其 力学 性 能 具有 方向 性 ， 顺 纹 方向 的 强度 要 比 横 纹 方向 高 得 多 ， 而 且 其 抗 拉 

强度 高 于 抗 压强 度 ， 如 图 6. 22 所 示 。 


o /MPa 












































A 


顺 纹 压 缩 














图 6.21 %- В 6. 22 
RY 
6.3.3 ИСР У 


通过 上 面试 验 分 析 ， er (Е he kt 主要 差别 如 下 。 

1) 强度 方面 

塑性 ke) 弹性 极限 、 ийй. 脆性 材料 压缩 时 的 强度 极限 远 
比 拉 伸 时 大 ， 适 用 压 构件 。 塑 性 材料 在 应 力 超过 弹性 极限 后 有 届 服 现象 ， 破 坏 时 发 
生 明显 变形 ; 而 脆性 材料 没有 届 服 现象 ， 破 坏 是 突然 的 。 

2) 变形 方面 

塑性 材料 的 6 和 vy 值 都 比较 大 ， 构 件 破坏 前 产生 较 大 的 塑性 变形 ， 材 料 的 可 塑性 大 ， 便 
于 加 工 和 安装 时 的 矫正 。 脆 性 材料 的 6 和 y 较 小 ， 当 最 大 拉 压 应 力 到 达 强 度 极限 时 ， 构 件 就 
会 在 应 力 集中 处 逐渐 裂 开 直至 拉 断 ， 因 此 难以 加 工 ， 在 安装 时 的 矫正 中 易 产 生 裂 纹 和 损坏 。 
必须 指出 ， 强 度 和 塑性 这 两 种 性 质 都 是 相对 的 ， 都 会 随 外 在 的 条 件 (如 温度 、 变 形 、 
速度 和 载荷 作用 方式 等 因素 ) 变 化 而 转化 。 例 如 ， 低 碳 钢 在 低温 或 承受 一 定 动 荷载 时 也 会 
发 生 脆性 破坏 。 
























































| 6. 4 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 强度 条 件 


6.4.1 极限 应 力 的 概念 


通过 试验 研究 ， 认 识 了 各 种 材料 抵抗 变形 和 破坏 的 能 力 。 任 何 一 种 构件 材料 都 存在 一 
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第 6 章 ” 杆 件 的 轴 向 拉 伸 和 压缩 


个 能 承受 力 的 固有 极限 ， 称 为 极限 应 力 , 用 of 表示 。 当 杆 内 的 工作 应 力 到 达 此 值 时 ， 杆 
件 就 会 破坏 。 
对 于 塑性 材料 ， 当 应 力 达到 屈服 极限 时 ， 将 出 现 显 著 的 塑性 变形 ， 会 影响 构件 的 使 
外 。 对 于 脆性 材料 ， 构 件 达 到 强度 极限 时 ， 会 引起 断裂 ， 所 以 一 般 规 定 如 下 。 
对 塑性 材料 =o, 
对 脆性 材料 四 一 wm 
































6.4.2 许可 应 力 和 安全 系数 


为 了 保证 构件 能 正常 工作 ， 必 须 使 构件 工作 时 产生 的 工作 应 力 不 超 过 材料 的 极限 应 
力 。 在 实际 计算 中 ， 由 于 考虑 到 各 种 因素 的 影响 ， 需 要 有 一 定 的 强度 储备 ， 即 构件 中 的 最 
大 工作 应 力 不 超 过 某 一 限 值 ， 故 对 极限 应 力 of 折 减 一 个 适当 的 倍数 2， 作 为 衡量 材料 承载 
能 力 的 依据 ， 称 为 许可 应 力 ， 用 [о] 表示 ， 即 
[о]=® К (6-13) 


nn 是 一 个 大 于 1 的 系数 ， 称 为 安全 系数 。 系数 的 原因 主要 是 考虑 以 下 两 个 
ут. ҚЫМ 
(1) 强度 计算 中 ， 有 些 数据 与 实际 存 
， 裁 荷 估计 不 十 分 准确 以 及 应 力 计 4 
(2) 给 构件 留 一 2. 
у 面 也 还 是 要 留 有 一 
。 如 构件 елге 


















SAVAN 异 主要 是 指 材料 组 织 不 是 理想 均匀 
A қ = 
;载荷 的 估 让 的 计算 等 方面 都 比较 准确 ， 在 
А анаша 虑 到 构件 的 工作 条 件 及 构件 的 重要 





时 ， 或 构件 的 硫 坏 要 引起 严重 的 后 果 时 ， 均 应 给 予 较 多 的 
1... 9 选择 必须 考虑 宰 们 的 具体 工作 条 件 。 

安全 系数 的 合理 浣 择 是 一 个 比较 复杂 的 问题 ， 安 全 系数 偏 大 会 造成 材料 的 浪费 ， 偏 小 
又 可 能 造成 破坏 事故 ， 所 以 安全 系数 的 确定 是 关系 到 安全 与 经 济 的 大 问题 。 一 般 工程 中 ， 
对 安全 系数 的 选择 如 下 。 





脆性 材料 23—22 





























п,--2--3.5 
塑性 材料 [oJj 一 全 或 [oJ] 一 人 
пь=1. 2~2.5 
常用 材料 的 许可 应 力 见 表 6- 2。 
表 6-2 常用 材料 的 许可 应 力 值 (常温 、 静 载 和 一 般 工作 条 件 ) 
许可 应 力 /MPa 
材料 名 称 牌号 
Га] 1] 

普通 钢 Q215 137 一 152 137 一 152 

普通 碳 钢 (0235 152--167 152--167 

优质 碳 钢 45 216 一 238 216 一 238 














iens 











( 续 ) 
许可 应 力 /MPa 
材料 名 称 牌号 
Co] [ву] 

低 碳 合金 钢 16Mn 211 一 238 211 一 238 
灰 铸 铁 28--78 118—147 
i 29~118 29~118 

їй 29—78 29--78 
松木 ( 顺 纹 ) 6.9~9.8 8.6--12 
混凝土 0.098--0. 69 0.98--8.8 














WŒ: 1. [а] 为 许可 拉 应 力 ，[oy] 为 许可 压 应 力 。 
2. 材料 质量 较 好 ， 尺 寸 较 小 时 取 上 限 ， 反 之 取 下 限 。 


6.4.3” 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 强度 条 件 及 其 应 用 КЫ 


在 进行 强度 计算 中 ， 为 确保 轴 向 拉 伸 ( 压 名 ч 足够 的 强度 ， 把 许可 应 力作 为 杆 件 
实际 工作 应 力 的 最 高 限度 ， 即 要 求 工作 应 ; 过 材料 的 许可 应 力 ， 即 满足 强度 如 下 


条 件 。 
аЙ 
„Муг 0) -14 
В = (6-14) 


айкала з 条 件 。 


在 加 向 拉 ( 压 ) 村 中 ta 对 于 轴 向 拉 不 的 等 直 杆 ， 
eh (кі. ЖО 
应 用 强度 条 件 式 1 可 以 解决 轴 向 拉 ( 压 ) 村 关于 强度 计算 的 3 类 问题 。 





C) 校 核 强度 。 已 知 构件 横 截 面 面 积 A， 材 料 的 许可 应 力 [о] 以 及 所 受 载荷 М. ЖР 
式 (6 -14) 是 否 满 足 ， 从 而 检验 构件 是 否 安全 。 

(2) 设计 截面 。 已 知 载荷 N 及 许可 应 力 Со]. 根据 强 度 条 件 式 (6 - 14) 设 计 截 面 尺 
寸 A。 

(3) 确定 许可 载荷 。 已 知 截面 面积 A 和 许可 应 力 [е]. 根据 强 度 条 件 式 (6 - 14) 确 定 
许可 载荷 N。 

例 6-6 ЕЛІ 0235 号 的 钢 拉杆 受 轴 向 拉力 P=18kN 作用 ， 杆 为 圆 截面 杆 ， 直 径 4 二 
14mm， 许 可 应 力 [oj=170MPa。 试 校 核 杆 的 强度 。 

解 : 杆 的 横 截 面 面 积 


4 一 于 必 一 开 X3. 14X16: 一 153. 94(mm’) 
杆 模 截面 上 的 应 力 


























=N P 18X10 А 2 
“АТА 15394 116. 93(N/mm’) 





= 116. 93МРа<[2]= 170МРа 
所 以 该 钢 拉杆 满足 强度 条 件 。 


“第 6 意 。 杆 件 的 轴 向 拉 伸 和 压缩 
例 6-7 图 6.23 所 示 支 架 中 AB 杆 为 直径 d 二 32mm 的 圆 截面 杆 ， 许 可 应 力 Cola = 
160MPa，BC 杆 为 边 长 4 二 10cm WENER, Lole 二 30MPa， 在 结 点 В 处 挂 一 重 物 
Р, 求 许可 荷载 CP]. 
解 : (1) 计算 杆 的 轴 力 。 取 结 点 B 为 研究 对 象 [图 6. 23(b)]， 列 平衡 方程 
УХ=0 -М,-М;сова--0 
ZY=0 —P—N,sing=0 














1.6m 


(b) 





IP a 由 图 中 几何 关系 人 БҰЙ =®2—]. 和 53. 97"。 解 方程 得 
БАР a airo 
(2) Шр а Т7 АВЕ ОРЕН: AB 能 承受 的 许可 荷载。 


Na _0.73Р 
-< 
cm A Аш [јав 


所 以 


Аы TX3.14X32* X160 | 
ІРІ< 0.73 0773 1. 76X 10° (№) =176КМ 
再 根据 BC 杆 的 强度 条 件 计算 BC 杆 能 承受 的 许可 荷载 ГР] 


_ Na 1.25Р | 
ок Аю Аю [Lo jr 











所 以 


А Ісік. —100 X30 
[PE To 1.24 1.24 


比较 两 次 所 得 的 许可 荷载 ， 取 其 较 小 者 ， 则 整个 支架 的 许可 荷载 为 [P 近 176kN。 

例 6-8 图 6.24 所 示 雨 篷 结构 简 图 中 ,水 平 梁 AB 上 受 均 布 荷载 4 王 10kN/m 的 作 
9. ВУАН ВС 拉 住 ， 钢 杆 的 许可 应 力 [oj 二 160MPa， 试 选择 钢 杆 的 直径 。 

Ж. C) RETF BC 的 轴 力 。 取 梁 AB 为 研究 对 象 如 图 6. 27(b) 所 示 ， 列 对 A 点 的 力矩 
平衡 方程 


=2. 42X 10° (N)=242kN 












































4-10кМ/т q=10kN/m 
3.6m 
(a) (b) 
В 6. 24 
УМ, =0 Nic * віпаХ3.6—10х3.630=0 
Жойшш=®1—=о,15, а--36.87 K 
解 方程 得 жеш > 
(2) 计算 杆 的 直径 do 
上 -<[o] 
所 以 к 
21. 15. 45(mm) 
取 а= 16бтт, 
| 6.5 应 力 集中 现象 


6.5.1 应 力 集中 的 概念 


等 直 杆 轴 向 拉 伸 或 压缩 时 ， 横 截面 上 的 正 应 力 是 均匀 分 布 的 。 但 由 于 工程 上 的 实际 需 


要 ， 有 些 杆 件 经 常 有 切口 、 切 槽 、 油 孔 、 
的 。 例 
域内 ， 
(b) 所 示 。 又 如 图 6. 26(a) 所 示 具 有 浅 槽 的 
横 截 面 上 ， 其 应 力 分 布 如 图 6. 26(b) 所 示 。 
部 增 大 现象 称 为 应 力 集中 。 


如 ， 





螺纹 、 带 有 过 渡 圆 角 的 轴 肩 等 ， 导 致 在 这 些 痢 
上 截面 尺 才 发 生 突然 变化 。 实 验 和 理论 研究 表明 ， 构 件 在 截面 突变 处 应 力 并 不 是 均匀 分 布 

图 6. 25(a) 所 示 开 有 圆 孔 的 拉杆 ， 
应 力 的 数值 剧烈 增加 ， 而 在 稍 远 的 地 方 ， 应力 迅速 降低 而 逐渐 趋 于 平均 ， 如 图 6.25 


р 





当 其 在 静 荷 载 作 





用 下 ， 在 圆 孔 附近 的 





局 部 





圆 截 面 拉杆 ， 在 靠近 槽 边 处 应 力 很 大 ， 在 3 
这 种 因 杆 件 截面 形状 突然 变化 而 产 





FH 
生 的 应 力 





位 


区 . 


的 
局 
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Omin 
ШЕР 
| 
Omax 




















(b) 5. 1; 
6.25 6.26 
6.5.2 ”应 力 集中 对 构件 强度 的 影响 «9 







在 静 荷 载 作用 下 ， 应 力 集中 对 于 塑性 材料 有 什么 影响 。 这 是 因为 当 应 力 集中 


处 最 大 应 力 ces 到 达 届 服 极 限时 ， 材 料 将 发 先 绪 性 变形 ， 应 力 不 再 增加 。 当 外 力 继 续 增 加 
时 ， 处 在 弹性 变形 的 其 他 部 分 的 应 力 弓 ， 直 至 整个 截面 上 的 应 力 都 达到 届 服 极限 
时 ， 杆 件 才 达 到 极限 状态 ， 如 图 6. 


(DHR, нини ита 应 力 集中 的 
作用 ， 应 力 集中 对 塑性 材料 的 强度 奔 响 就 很 小 。 性 材料 来 说 ， 由 于 没有 屈服 阶 













段 ， 应 力 集中 处 的 最 大 应 力 XX 人 随 荷 载 的 增加 而 о 当 ou 达到 m 时 ， 杆 件 就 会 在 
应 力 集中 处 产生 裂纹 ， „ш . 之 然 性 ， 所 以 必须 考虑 应 
力 集中 对 其 强度 жщ! 
=> => 
P P 
(a) (b) 
图 6.27 
本 章 小 结 


本 章 首先 介绍 了 拉杆 和 压 杆 ,介绍 了 内 力 是 作用 于 截面 上 的 连续 分 布 力 、 当 杆 件 受 轴 
向 拉 ( 压 ) 作 用 时 ， 其 内 力 是 轴 力 ， 轴 力 可 以 通过 截面 法 求 出 。 轴 力图 是 表示 轴 力 与 截面 位 
置 关 系 的 图 形 , 习惯 上 将 正 值 的 轴 力 画 在 上 侧 , 负 值 的 轴 力 画 在 下 侧 。 其 次 ,介绍 了 应 力 


























тип= 


的 概念 和 虎 克 定 律 ， 指 出 内 力 在 一 点 处 的 分 布 集 度 称 为 应 力 ， 与 截面 3 





E 直 的 应 力 分 量 称 为 








正 应 力 (或 法 向 应 力 )， 用 
表示 。 在 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 部 分 ， 介 绍 了 低 碳 钢 等 塑 伺 
分 为 4 个 阶段 : ЕМ 











с Жок, 与 截面 相 切 的 应 力 分 量 称 为 剪 应 力 (或 切 向 应 力 )， 


阶段 、 屈 服 阶 段 、 强 化 阶段 和 颈 缩 阶段 ， 铸 铁 等 脆 怕 








{т 
E 材 料 的 拉 伸 过 程 可 划 
E 材 料 拉 伸 时 无 届 














服 现 象 和 颈 缩 现象 ， 断 裂 是 突然 出 现 的 。 最 后 , 介绍 了 拉 ( 压 ) 杆 的 强度 条 件 是 ou 一 个 < 


[cj。 本 章 重要 内 容 如 下 。 

















取 
究 对 象 的 静 力 平衡 方程 ， 从 而 求解 内 力 。 


(2) 模 截面 上 正 应 力 o 的 计算 公式 为 о, 


斜 截面 上 任 一 点 





的 正 应 力 oy 二 ccos*0、 前 应力 eh 
其 伸 长 量 ( 缩 短 量 ): AL 


a 








杆 件 受 拉 ( 压 ) 作 用 时 ， 
G) 虎 克 定律 : о=Е+є, 
(4) 对 于 塑性 材料 ， 当 应 力 达 到 屈服 极 
使 用 。 对 于 脆性 材料 ， 构 件 达到 强度 忆 
oss ЖЕМЕЙ о? =оъ 





会 引起 断裂 ， 所 以 一 





(5) 应 用 强度 条 件 可 以 解 
@ 设 计 截 面 ，@ 确 定 许可 载 
R A 
5» 关键 术语 


拉杆 (tension Баг); 压 杆 (compression bar); 轴 力 (normal force 


(1) 截面 法 求解 内 力 时 一 般 包括 3 步骤 : 四 用 一 假想 截面 将 杆 件 截 分 为 两 部 分 ， 并 任 
其 中 一 部 分 为 研究 对 象 ， 四 在 截 开 面 上 用 内 力 代替 另 一 部 分 对 该 部 分 的 作 














1: ОЯН 





Жу 出 现 显著 的 塑性 变形 ， 会 影响 构件 的 
с Жж 


般 规 定 塑性 材料 ° = 


О йни 3 类 问题 ，@ 校 核 强 度 ; 


); 轴 力 图 (diagram of 


normal forces); 截面 法 (method of sections); Æ 7 (stress); 正 应 变 (normal strain); 塑 


性 材料 (plastic material); 脆性 材料 (brittle material); 极限 应 力 (сг 
力 (allowable stress); 安全 系数 (safety factor) 


itical stress); 许可 应 














1? 


























2] 题 
1. 思考 题 
d) 什么 叫 内 力 ? 为 什么 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 内 力 必定 垂直 于 横 截 面 且 沿 杆 轴 方向 作 
(2) 指出 图 6. 28 列 杆 件 中 哪些 属于 轴 向 拉 伸 和 压缩 ? 
G) 两 根 截面 面积 相同 但 材料 不 同 的 杆 ， 受 同样 的 轴 向 拉力 作用 时 ,它们 的 内 力 是 否 
相同 ? 
(4) 在 拉 ( 压 ) 杆 中 ， 轴 力 最 大 的 截面 一 定 是 危险 截面 ， 这 种 说 法 对 吗 ” 为 什么 ? 





90 


“Жет ENMANE 





(5) 低 碳 钢 在 拉 伸 过 程 中 表现 为 几 个 阶段 ”各 有 何 特 点 ? 何谓 比例 极限 、 届 服 应 力 与 


强度 极限 ? 





(a) 








7 
(9) 


вен «9 


(b) (е) 


O 在 材料 力学 中 , Е Mu 各 代表 什么 物理 意 

















(7) {НЕЙ ШИЛ: OAA 71; LENEE @ 工 作 应 力 、 极 限 应 
力 和 许可 应 力 ; @ 届 服 极限 和 强度 极限 。 Ж; 

(8) 何谓 塑性 材料 与 脆性 材料 ? шеші 闭 料 的 塑性 ? 试 比较 塑性 材料 与 脆性 材料 的 
力学 性 能 的 特点 。 

(9) 什么 是 许可 应 力 ? 安 ед 可 谓 强 度 条 件 ? 利用 强度 条 件 可 
以 解决 哪些 形式 的 强度 问题 y 

2. 填空 是 45- же 

а) іле Уйде». ERNI ТА 

(2) 与 横 截 面 垂直 的 应 力 称 为 ， 与 截面 相 切 的 应 力 称 为 

(3) ІМРа- N/mm’。 

(4) 材料 的 品种 很 多 ， 常 用 材料 可 分 为 和 两 大 类 。 

(5) 塑性 材料 在 整个 拉 伸 过 程 中 ,经 历 了 
和 4 个 阶段 。 

(6) 塑性 材料 在 拉 伸 过 程 中 ， 当 应 力 到 达 时 ， 试 件 某 一 局 部 横 截面 出 现 





“ 颈 缩 ”现象 。 


(7) 横 截 面 面 积 为 40cm? 的 轴 向 拉 伸 的 杆 件 ， 轴 力 是 60kN， 横 截面 上 的 应 力 


是 


(8) 一 杆 长 为 0.43m， 横 截面 面积 为 300mm? ， 受 拉力 30000N 后 ， 伸 长 0. 2mm， 则 


该 杆 材 料 的 弹 怕 





З. 判断 题 


E 模 量 为 


(1) 内 力 是 因 外 力 而 引起 的 ， 当 外 力 解除 后 ， 内 力也 随 之 消失 。(  ) 














(2) 利用 截面 法 求 杆 件 任 一 截面 上 的 内 力 时 ， 取 截面 左 侧 和 右 侧 的 杆 件 部 分 为 研究 对 
象 结果 是 一 样 的 。( O) 
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G) 当 杆 轴 力 的 方向 与 模 截面 外 法 线 方向 一 致 时 则 杆 受 拉 ， 轴 力 为 正 ; 反之 则 杆 受 
压 ， 轴 力 为 负 。( ) 

(4) 低 碳 钢 和 铸铁 做 拉 伸 试 验 时 ， 都 会 产生 颈 缩 现 象 。(  ) 

(5) 塑性 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 ， 它 们 都 有 明显 的 “ 颈 缩 "、“ 屈 服 ” 现 象 。( ï 

(6) 塑性 材料 拉 伸 和 压缩 时 的 с, о. ЖП E ААН. (0-9 

(7) 脆性 材料 抵抗 拉 伸 的 能 力 远 低 于 抵抗 压缩 的 能 力 ， 因 此 脆性 材料 常用 来 制造 承受 
压缩 的 构件 。( 

(8) 绝对 变形 AL 只 表示 了 杆 件 变 形 的 大 小 ， 但 不 能 表示 杆 件 变 形 的 程度 。( ) 

(9) 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 抗 拉 刚度 用 弹性 模 量 来 衡量 。( ) 




































4. 单项 选择 题 
(1) 关于 轴 力 ， 下 列 说 法 正确 的 是 ( Jis 
А. 轴 力 是 杆 件 轴线 上 的 荷载 В. 轴 力 是 杆 件 截面 上 的 内 力 
C. 轴 力 与 杆 件 的 截面 面积 有 关 D. 轴 力 与 料 御 的 材料 有 关 
(2) 在 下 列 说 法 ，( ) 是 正确 的 。 局 
А. 内 力 随 外 力 增 大 而 增 大 与 外 力 无 关 
С. 内 力 随 外 力 增 大 而 减 小 内 力 沿 杆 轴 是 不 变 的 





立 杆 2 在 相同 轴 向 外 力作 用 下 ， 应 力 c 


G3) CR 


和 应 变 e 的 关系 为 ( д» 


А. біб» ees ете) С. йа 2, є =є D. біз)» є 7: 
ч) жэн _ уй 


只 适用 于 轴 向 拉 伸 


只 适用 于 
С. MIRER тк ЖАУ. 应 力 不 超 过 届 服 极限 
(5) 低 碳 钢 拉 人 -应 变 曲线 尖 教 可 分 为 4 个 阶段 ， 这 4 个 阶段 是 (。。)。 


А. 弹性 阶段 、 ч 塑性 变形 阶段 、 断 裂 阶段 
В. 弹性 阶段 、 塑 性 变形 阶段 、 强 化 阶段 、 颈 缩 阶段 
С. 弹性 阶段 、 届 服 阶 段 、 强 化 阶段 、 断 裂 阶 段 
D. 弹性 阶段 、 届 服 阶段 、 强 化 阶段 、 颈 缩 阶 段 
(6) 低 碳 钢 拉 伸 试验 中 ， 所 能 承受 的 最 大 应 力 值 是 ( 2. 
А. 比例 极限 В. 屈服 极限 С. 强度 极限 D. 许可 应 力 
(7) 对 于 在 弹性 范围 内 受 力 的 拉 压 杆 ， 以 下 结论 中 错误 的 是 ( o 
А. 长 度 相 同 、 受 力 相同 的 杆 件 ， 拉 压 刚 度 越 大 ， 轴 向 变形 越 小 
В. 材料 相同 的 杆 件 ， 正 应 力 越 大 ， 轴 向 正 应 变 越 大 
С. 杆 件 受 力 相同 ， 模 截面 面积 相同 但 形状 不 同 ， 其 模 截 面 上 轴 力 相等 
D. 正 应 力 是 由 杆 件 所 受 外 力 引 起 的 ， 故 只 要 所 受 外 力 相同 ， 正 应 力也 相同 
(8) 横 蕉 面积 为 A 的 圆 截 面 杆 受 轴 向 拉力 作用 ， 若 将 其 改 成 截面 积 仍 为 A 的 空心 圆 截 
面 杆 件 ， 其 他 条 件 不 变 ， 以 下 结论 中 正确 的 是 (  ). 
А. 轴 力 增 大 ， 正 应 力 增 大 ， 轴 向 变形 增 大 
В. 轴 力 减 小 ， 正 应 力 减 小 ， 轴 向 变形 减 小 
正 应 力 增 大 ， 轴 向 变形 减 小 










































































Шашы Шы. 


D. 轴 力 、 正 应 力 、 轴 向 变形 均 不 发 生变 化 
(9) 为 了 保证 构件 具有 足够 的 强度 ,构件 的 工作 应 力 必须 ( 。”“”) 许 可 应 力 。 
A. 大 于 B. 小 于 C. 不 大 于 D. 不 小 于 
(10) 一 圆 截面 直 杆 两 端 承受 拉力 作用 ,， 若 将 其 直径 增加 一 倍 ， 则 杆 的 抗 拉 强度 将 是 
EREC D) 
A. 84% В. 44% С. 2{@ D. 1% 
5. 计算 题 
(1) 求 图 6. 29 所 示 各 杆 1 一 1、2 一 2 和 3 一 3 模 截 面 上 的 轴 力 ， 并 作 轴 力图 。 


2 1 


2 | ажы | 
| 20kN 
-- --- 


2 1 


(а) 

















2 
20kN 














(2) 图 6. 30 所 示 一 高 10m 的 石 砌 桥墩 ， 其 横 截面 为 矩形 和 两 个 半圆 的 组 合 ， 尺 寸 如 
图 所 示 。 已 知 轴 向 压力 P 三 800kN， 材 料 的 容重 y* 一 23kN/m ， 试 求 桥 墩 底面 上 的 压 应 力 
的 大 小 。 





=Im 、 г=1т 





图 6.30 


жт- 
2 ` 
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G) 图 6.31 所 示 一 承受 轴 向 拉力 Р=10КМ 的 等 直 杆 , 已 知 杆 的 横 截面 面积 А = 
100mnY¥， 试 求 a 一 0”"、30"、60”"、90° 的 各 斜 截面 上 的 正 应 力 和 剪 应力。 

Са) 图 6. 32 所 示 为 正方 形 截面 短 柱 承受 荷载 Pi 一 580kN，P; 一 660kN。 其 上 柱 长 
а=0. 6m， 边 长 为 70mm; 下 柱 长 5 二 0.7m， 边 长 为 120mm， 材 料 的 弹性 模 量 E=2X 
10° MPa, WR: @ 短 柱 顶 面 的 位 移 ，@ 上 下 柱 的 线 应变 之 比值 。 


















Ж 


图 6.31 图 6.32 
(5) 图 6. 33 所 示 硬 铝 试 件 ， 4 二 2mm,， b=20mm, gi 在 轴 向 拉力 P=6kN (Е 
用 下 ， 测 得 试验 段 伸 长 А/--0. 15mm， 板 宽 缩短 pS mm， 试 计算 硬 铝 的 弹性 模 量 Е 


和 泊 松 比 w。 Ху 








a 55 

(6) 图 6. 34 з ТАВ ЖАС А НЕБИ Е, (БАН НЕШЕГЕ 

М P=40kN 的 作用 , 已 知 AB 和 AC 的 直径 分 别 为 di 二 12mm，d; 二 15mm， 钢 的 弹性 
Ж E= 210GPa， 试 计算 A 点 在 铅 垂 方向 的 位 移 。 

(7) 在 图 6. 35 所 示 结 构 中 ， 梁 AB 的 长 度 L 二 2m， 其 变形 和 重量 忽略 不 计 ， 钢 杆 1 长 
Ід--1.5т, Hf% di =18тт, E, =200GPa; 钢 杆 2 长 Ls 二 lIm， 直 径 d: =30mm, Е = 
100GPa。 试 问 : Omi P IEAA AEE АВ 梁 保 持 水 平 位 置 ? @ 若 此 时 P= 二 30kN， 则 
两 拉杆 内 的 正 应 力 各 为 多 少 ? 








L 
N 











(8) 一 根 钢 杆 ， 

















作用 下 ， 
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其 弹性 模 量 下 一 2. 110° MPa， 比 例 极限 mw 二 210MPa， 在 轴 向 拉力 下 


纵向 应 变 es 一 8. 0X10“， 求 杆 横 截面 上 的 正 应 力 。 如 果 加 大 拉力 F， 使 杆 的 纵向 














= 好 





应 变 增 大 到 0. 005， 问 此 时 杆 横 截 面 上 的 正 应 力 能 和 否 由 虎 克 定律 确定 ? 为 什么 ? 
(9) 图 6. 36 所 示 为 一 个 矩形 截面 木 杆 ， 两 端的 截面 被 圈 孔 削弱 ， 中 间 的 截面 被 两 个 

















切口 减弱 ， 承 受 轴 向 拉力 P 二 70kKN， 木 杆 的 许可 应 力 [oj 二 7MPa,， 试 校 核 此 杆 的 强度 。 
d=4cm Е 1 
P-7oN 上 н 
== | 
5 1 ЕЛ 
A 6.36 


10) 图 6. 37 所 示 为 一 个 三 角 托 架 ， 已 知 杆 AC 是 圆 截 面 


杆 BC 是 正方 形 截面 木 杆 ， 许 可 应 力 [oj 一 12MPa， 和 荷 和 


木 杆 的 截面 边 长 a; 如 果 d=30mm, a=100mm, ii 





(12) 一 结构 受 力 如 图 6. 39 所 示 ， 杆 件 AB、AD 均 





由 等 边 角 











钢 制 成 。 已 知 材料 


的 许可 应 力 [с )= 170МРа, 


试 确定 AB，AD 杆 的 截面 面积 。 
аз) 图 6.40 所 示 支 架 受 力 P= 二 130kN (ЕН. АС 是 
钢 杆 ,直径 di =30mm, 许可 应 力 (в|--160МРа. ВС 


是 铝 杆 ， 


Ж g 王 30mm， 试 校 核 该 结构 
(14) 6.4 


d=20mm, 许可 应 力 [oj 二 
度 ， 并 求 结构 的 许 


直径 а =40mm, Й 





F 可 应 力 [oj 二 60MPa, 已 
的 强度 。 


所 示 ACB 刚性 梁 , 用 一 圆 钢 杆 CD 











B 端 作用 集中 力 P 


25kN。 已 知 CD 杆 的 直径 








杆 的 直径 。 


60MPa， 试 校 核 CD 杆 的 强 


F 可 荷载 [Р]; 若 P=60kN， 设 计 CD 


EE， 许可 应 力 [oj=170MPa， 
0kN， 试 选择 钢 杆 的 直径 d 和 


М Р ПИЕ ГР). 


;的 截面 为 圆 形 ， 许 























图 6.40 图 6.41 


(15) 图 6. 42 所 示 为 一 双 层 吊 架 ， 设 1、2 杆 的 直径 为 gmm，3、4 杆 的 直径 为 12mm。 
杆 材 料 的 许可 应 力 [oj 二 170MPa， 试 验算 各 杆 的 强度 。 
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[влен 


“泰坦 尼克 ”号 的 沉没 


1912 年 4 月 14 日 晚 从 英国 南安 普 顿 首 航 美国 纽约 的 “泰坦 尼克 ”号 撞 上 了 一 座 
巨大 的 冰山 而 沉 入 海底 。 科 学 家 们 对 这 次 海难 的 发 生 原因 进行 分 析 后 发 现 ， 这 艘 船 的 锦 
钉 质量 太 差 可 能 是 导致 这 场 海难 的 主要 原因 。 当 时 冰山 不 是 直接 撞 在 “泰坦 尼克 ”号 上 
的 ， 而 是 与 船体 相 擦 ,冰山 与 船 沉 钢板 相 擦 ， 钢 板 受 到 强大 的 前 切 与 挤 压 应 力 。 在 船 达 
受到 冰山 挤 压 时 ， 沉 体 钢板 间 的 锦 钉 承受 了 极 大 的 剪 切 应 力 ， 从 而 导致 锦 钉 断裂 。 调 查 
发 现 ， 船 上 钱 钉 的 材料 力学 性 能 试验 数据 是 在 室温 下 做 的 ， 而 这 些 锦 钉 由 于 内 在 质量 的 
原因 ， 它 在 零度 以 下 的 破坏 应 力 要 远 低 于 室温 下 的 破坏 应 力 。 因 此 ， 锦 钉 承 受 的 高 剪 切 
应 力 造成 船体 裂 锋 ， 从 而 导致 6 个 船舱 进 水 ， 船 体 头 重 尾 轻 ， 尾 部 犯 起 导致 从 当中 弯曲 
断裂 ， 最 后 沉 入 大 西洋 底 。 

锦 钉 在 前 力作 用 下 发 生 破 坏 属 于 剪 切 问 题 ， 当 锦 钉 所 受 的 剪 力 超过 所 能 承受 的 最 大 
剪 力 时 就 发 生 破坏 ， 显 然 在 大 西洋 冰冷 海水 作用 下 锦 钉 承受 最 大 剪 力 的 能 力 大 大 降低 ， 
这 是 人 们 所 始 料 未 及 的 ， 从 而 导致 了 沉船 事故 的 发 生 。 
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| 7.1 剪 切 与 挤 压 的 概念 


7.1.1 0) 








[ 程 上 常用 于 连接 结构 构件 的 锦 钉 、 销 杀 和 螺栓 等 称 为 连接 件 。 当 构件 处 于 工作 状态 








时 ， 连 接 件 两 侧面 受到 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 且 作 用 线 相距 很 近 的 外 力作 用 。 在 这 样 的 








外 力作 用 下 ， 连 接 件 的 主要 失效 形式 之 一 ， 就 是 沿 平行 于 这 
线 之 间 的 截面 发 生 相对 错 动 而 产生 剪 切 破坏 。 











例如 ， 图 7. 1(a) 所 示 锦 接 结构 的 一 部 分 的 剖面 图 ， 有 阴影 线 的 是 上 下 两 块 钢 





板 ， 中 间 以 锦 钉 连接 ， 钢 板 分 别 受 








到 一 对 方向 相反 的 外 


可 知 ， 锦 钉 承 受 由 钢板 传 来 的 分 布 力 的 作用 ， 上 部 
合力 大 小 为 己 ， 方 向 向 左 ， de а е 











很 近 ， 称 为 横向 力 。 在 这 一 对 横向 力 的 作 ЕГЕ 
生 相 对 错 动 现象 ， 如 图 7. 1(b) 所 示 。 ҚА 
MR. ӨЛІ ТЕН ЖЕР. HE 

增 大 时 ， 锦 钉 的 错 动 也 加 大 ， 外 





连接 就 失效 ， 钢 板 就 会 脱 开 。- 
横向 力 。 


























两 个 外 力 且 位 于 该 两 外 力作 用 








мүт 日 。 通 过 受 力 分 析 
， 方 向 向 右 ， 下 部 
a 钉 横 截面 )， 相 距 
КЮЙ ИТШ mx 一 mm 发 























称 为 剪 切 变形 ， 这 种 现象 称 为 剪 切 


连接 等 构件 






(а) 


中 都 可 能 发 生 。 显 然 ， 外 力 


一 定 程度 时 ， 锦 钉 将 沿 ооо 面 “剪断 ”， 
ЁН ЛНА 称 为 剪 切面 ， 剪 切面 平行 于 


(b) 


在 构件 受 剪 切 的 同时 ， 连 接 件 与 所 连接 的 构 





这 时 如 果 钢 板材 料 ! 
就 会 压 溃 ( 图 7.2)， 


件 因 相互 接触 而 产生 挤 压 。 当 这 种 挤 压力 过 大 时 ， 
在 接触 面 的 局 部 范围 内 将 产生 塑性 变形 ， 甚 至 被 
压 溃 ， 从 而 导致 连接 件 与 所 连接 的 构件 共同 失效 。 














АЕ 
反之 ， 钾 钉 就 会 压 溃 。 


第 7 章 ” 杆 件 的 剪 切 、 挤 压 与 扭转 


| 7.2 剪 切 和 挤 压 的 实用 计算 


7.2.1 剪 切 强度 的 实用 计算 














构件 受 剪 切 作 用 时 ， 其 剪 切 面 上 将 产生 内 力 。 应 用 鹤 面 法 假想 沿 剪 切 面 将 钾 钉 分 成 两 

































































段 ， 任 取 一 段 为 研究 对 象 ， 如 图 7. 3(a) 所 示 。 由 平衡 条 件 可 知 ， 剪 切面 m 一 mx 上 必须 有 一 
个 与 该 截面 平行 的 内 力 存在 ， 这 个 平行 于 截面 的 内 力 称 为 剪 力 ， 常 用 符号 Q 表示 。 
0-Р (7-1) 
前 力 的 单位 是 牛顿 或 千 牛 (N 或 kN) 。 
单位 面积 上 的 前 力 大 小 称 为 前 应 力 , 用 = o Ж А 
表示 。 剪 应 力 在 剪 切 面 上 的 实际 分 布 状况 是 т Й е Ш 
很 复杂 的 。 工 程 上 常 采用 以 实际 经 验 为 基础 Е Р 
的 “实用 计算 法 ”来 计算 。“ 实 用 计算 法 ” 假 
设 剪 应力 均匀 地 分 布 在 前 切面 上 ， ж 55, 








5b) 所 了 示 ， 这 种 方法 求 得 的 剪 应 力 又 称 @) (» 
DJJ. BEDUIN А. D w > 图 7.3 


名 义 前 应力 的 计算 公式 为 小 
2 g“ (Тед) 


式 中 ，@Q 为 前 切面 上 Pe 

为 了 保证 构件 在 区 情况 下 的 安全 性 ， 必 须 使 构件 在 外 力作 用 下 所 产生 的 剪 应 力 不 起 
过 材料 的 许可 切 应 力 。 

即 前 切 时 的 强度 条 件 为 








с=@<[‹] r= 


ЖЫ. [т] 为 材料 的 许可 剪 应 力 ， 工 程 中 常用 材料 的 许可 前 应 力 可 从 有 关 规范 中 查 得 ， 也 
可 按 下 面 的 经 验 公 式 确定 。 

tet} [r]=0.6~0. 8)[o] 

脆性 材料 [r]=0.8~1. 0)[o] 





7.2.2 挤 压强 度 的 实用 计算 


在 7.1.2 中 已 讲 过 ， 连接 件 除 承受 剪 切 外 ， 在 连接 件 和 被 连接 件 的 接触 面 上 还 将 承受 
挤 压 。 所 以 对 上 面 的 连接 件 还 要 进行 挤 压强 度 计 算 。 工 程 上 一 般 把 挤 压 面 上 的 压力 称 为 挤 
压力 ， 用 已 表示 ,用 A. 表示 挤 压 面 面 积 。 挤 压 面 上 单位 面积 内 承受 的 挤 压 力 称 为 挤 压 应 
2. Ho 表示 ,其 真实 分 布 情况 比较 复杂 。 在 工程 上 常常 采用 的 是 类 似 剪 切 的 实用 计算 
方法 ， 即 假定 挤 压 应 力 是 均匀 分 布 的 ， 则 
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=. (7-4) 


在 饮 钉 和 钢板 连接 的 例题 中 ,实际 接 触 面 是 一 个 半圆 面 。 在 采用 实用 计算 方法 时 取 圆 
柱 体 的 直径 平面 面积 如 图 7. 4(c) 中 所 示 ，A. 二 6d。 
与 剪 切 强度 计算 类 似 ， 挤 压 时 的 强度 条 件 为 


a= <La] (7-5) 


Жер, Co] 为 材料 的 挤 压 许可 应 力 ， 也 可 在 有 关 手 册 中 查 到 。 它 与 同 种 材料 拉 伸 许可 应 
力 的 关系 为 


























Гв.1--2(61 
Басс (ее ZD 


722 {Lb ІТ 


(а) 





例 7-1 如 图 7 М, 丙 抉 钢板 用 三 RAEE. RZJ P=120kN， 钢 板 厚 
5 二 15mm， 钢 板 完 度 二 100mm， 钢 板 的 拉 伸 许可 应 力 Ге] МОМРа, PETHI VERDI НІ 
力 [т]=95МРа, 许可 挤 压 应 力 [co] 王 265MPa， 求 ， 


Ц, 21 











D ЗР ТТ ИЛЕ do 

(2) 校 核 搭 接 部 分 的 强度 。 

f: (1) 计算 锦 钉 直径 。 

取 连 接 件 下 部 分 研究 ， 如 图 7. 5(b) 所 示 。 假 定 钢 钉 是 平均 承受 荷载 ， 由 
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Оның: үнемі. HEEE 

















ХХ-0-- Р-30-9. Q Е 40kN 
根据 剪 切 强度 条 件 : 
Q Q та 
ASL]. azn” ЕНГІ 











49 | 4х40х10* 
>, 5 š 
d>, ae] 3.14x95X10° 0. 0232 (m) 


可 以 取 直 径 d=24mm, 

(2) 校 核 强度 。 

以 上 是 由 剪 切 强度 条 件 计 算得 到 的 锦 钉 直径 ， 需 要 进一步 作 锦 钉 的 挤 压 强度 计算 和 钢 
板 的 抗 拉 强 度 计算 。 

O 校 核 锦 钉 的 挤 压强 度 。 


已 _P/3 40X10 
=A, 8ed 15х10 X0. 024 A Ра)<<[ о] 


© 校 核 钢板 的 抗 拉 强度 。 如 图 7. 5(c) 所 示 ， 由 于 弱 了 钢板 的 横 截面 ， 必 须 
校 核 钢板 较 小 净 面 积 处 ， 即 两 个 孔 处 的 拉 伸 强度 。 孔 处 钢板 净 截 面 上 轴 力 的 合 


力 。 由 
УХ=0>, И 0 


得 N=80kN 
又 An 二 板 宽 一 两 孔 直 径 面 积 


N 80x 
As 0.015Х(0. 0.024) J вн-< 6MPa<[o] 
经 以 上 校 核 ， 说 明 搭 接 077 


例 7-2 ШЕТ, ШАА” 在 一 起 ， 钢 板 厚度 6 二 12mm。 已 知 拉力 
Р= 140К№, ЕРА фа 22 [Jj 二 100MPal” 试 确定 焊 颖 的 长 度 L 












































图 7.6 


Ж. 实验 证 明 ， 搭 接 焊 颖 往往 在 焊 颖 面积 最 小 的 截面 mx 一 mm 方向 剪断 ， 其 前 切面 积 
A=l8cos45° 
共有 2 ЖЕ, 所 以 剪 力 为 Q=P/2， 剪 切 强 度 条 件 
т--О/А--Р/218сов45%<т| 
ГБ>Р//28{ст]=140 Хх 10° /(/2х 12X100) =82. 5(mm) 
考虑 焊 缝 端 部 质量 较 差 ， 在 确定 它 的 实际 长 度 时 ,通常 将 计算 得 到 的 长 度 
10тт 左右 ， 故 取 /二 95mm。 
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| 7.3 扭转 的 概念 


扭转 是 工程 中 常 遇 到 的 现象 ， 是 构件 的 基本 变形 形式 之 一 。 例如， 驾驶 员 的 两 手 在 方 
向 盘 上 的 平面 内 各 施加 一 个 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 作 用 线 平行 的 力 己 ， 如 图 7.7(a) 所 示 ， 
它们 形成 一 个 力 偶 ， 作 用 在 操纵 杆 的 A 端 ， 而 在 操纵 杆 的 В 端 则 受到 来 自转 向 器 的 反 向 
力 偶 的 作用 ， 这 样 操纵 杆 便 受 到 扭转 作用 。 又 如 搅拌 器 主轴 [图 7.7(b)]、 生 活 中 的 螺丝 
刀 等 构件 都 伴 有 扭转 问题 。 

















Ma 








б 


在 房屋 建筑 中 ， 有 ptr. зн 变形 外 ， 也 会 发 生 扭转 变形 。 
本 节 主 要 讨论 最 基本 的 ру 也 转 问题 ， 杆 的 扭转 问题 。 


K ЖЕШ алей 


7.41 内 力 











如 图 7. 8Ca) 所 示 等 直 圆 杆 ， 在 两 端 垂直 于 轴线 的 平面 内 作用 一 对 力 偶 工 。 现 在 分 析 
m~m 截面 上 的 内 力 ， 采 用 截面 法 ， 假 想 用 截面 在 mw 一 m 处 截 开 。 任 取 一 段 左 半 段 工 为 分 
离 体 ， 如 图 7. 8(b) 所 示 。 由 静 力 学 中 力 偶 系 平衡 条 件 ， 可 知 m 一 m 截面 上 必然 存在 一 个 
与 外 力 偶 相 平衡 的 内 力 偶 M,。 这 个 内 力 偶 称 为 扭矩 ， 其 力 偶 矩 大 小 ,由 之 M=0， 得 
М,-Т, 

可 见 等 直 圆 杆 受 扭转 时 ， 横 截面 上 只 有 扭矩 ， 没有 其 他 内 力 。 如 取 右 半 段 工 为 脱离 
体 ， 也 同样 得 到 一 个 内 力 偶 M, ， 大 小 与 左 段 横 截 面 上 相同 ， 但 方向 相反 ， 这 是 内 力 的 作 
力 与 反作用 力 关 系 。 

为 了 使 左右 两 段 所 表示 的 同一 mmn 截面 上 的 扭矩 有 同样 的 正 负 号 ， 对 扭矩 М, 作 如 下 
符号 规定 : 以 右手 四 指 指向 扭矩 旋转 方向 ， 当 右手 大 拇指 的 指向 横 截 面 外 法 线 方向 时 为 正 ， 
反之 为 负 ， 称 为 右手 螺旋 法 则 。 例 如 ,图 7.8 P. IRA, IARA mn 截面 上 的 扭矩 
都 为 正 。 扭 矩 的 单位 与 力 偶 矩 相同 ， 常 用 的 有 牛顿 。 米 或 千 牛 " 米 (N + тй КМ + т), 
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Запа? нени. нене 








(b) (с) 
7.8 
7.4.2 横 截 面 上 的 剪 应 力 Ж, 


研究 扭转 时 横 截 面 上 应 力 分 布 规律 ， 与 研究 240 йй ә. 从 观察 分 析 杆 件 变形 





入手， 做 如 下 试验 。 如 图 7.9(a) 所 示 ， 在 橡胶 等 面 上 作 许 多 平行 的 纵向 线 和 圆周 
线 ， 组 成 许多 矩形 格子 ， 然 后 EE 


ы. 如 图 7.9(b) 所 示 。 


从 试验 中 可 以 观察 到 以 下 现象 。 
(1) 两 条 圆周 线 绕 轴线 相对 旋转 但 圆周 线 的 长 度 、 形 状 和 两 条 圆周 线 
间 的 距离 没有 发 生变 化 。 > 


ТҮТІП ЛАТ ERT E 


行 四 边 形 ， 但 纵向 线 仍 





СЗ) 轴 的 长 度 和 喜 
根据 观察 到 的 这 
变形 后 仍 为 相互 平行 





pe 
可 作 如 下 假设 ， 等 直 圆 杆 在 扭转 变形 时 ， 各 个 横 蕉 面 在 扭转 


且 形 状 和 大 小 不 变 ， 只 是 相对 地 转 过 了 一 个 角度 。 此 假设 称 








为 等 直 圆 杆 扭转 时 的 平面 假设 。 等 直 圆 杆 任意 两 横 截 面 之 间 相 对 转动 的 角度 称 为 扭转 角 ， 














用 Жк. 
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тип= 


根据 平面 假设 可 以 得 到 以 下 结论 。 

d) 由 于 直 杆 扭转 后 横 截 面 间距 离 不 变 ， 说 明 纵向 纤维 既 没 有 伸 长 也 没有 缩短 ， 纵 向 
应 变 e 二 0， 由 虎 克 定律 oc 二 Ee 可 知 ， 横 截面 正 应 力 c 一 0。 

(2) 横 截 面 上 有 剪 应 力 ， 且 其 方向 与 半径 垂直 ， 由 于 扭转 变形 时 ， 相 邻 两 横 截 面相 对 
地 转 过 一 个 角度 ， 即 发 生 了 旋转 式 的 相对 滑动 ， 由 此 产生 了 剪 切 变形 。 

剪 切 变形 的 程度 用 微 元 体 直角 的 改变 量 来 度量 。 微 元 直角 改变 量 称 为 剪 应 变 ( 或 切 应 
变 )， 用 7 表示 ， 其 单位 为 rad。 有 剪 应 变 的 地 方 相应 地 应 有 剪 应 力 存在 。 
如 图 7. 9Cd) 所 示 ， 从 受 扭 弹性 体内 截取 一 个 微小 的 正六 面体 (单元 体 )， 若 单元 体 的 4 
个 侧面 上 只 有 剪 应 力 而 没有 正 应 力 的 作用 ， 则 单元 体 的 变形 完全 由 于 剪 切 作用 而 产生 。 单 
元 体 的 这 种 受 力 情 况 称 为 纯 剪 切 应 力 状 态 。 在 纯 剪 切 的 情况 下 ， 应 用 平衡 条 件 很 容易 证 
ІШ. rs 二 zz ， 即 在 单元 体 的 两 个 相互 垂直 的 截面 上 ， 垂 直 于 截面 交 线 的 前 应力 数 值 相等 ， 
且 均 指向 或 均 背 向 该 截面 交 线 ， 上 述 结论 称 为 剪 应力 互 等 定理 。 

剪 应力 互 等 定理 是 一 普遍 定理 ,不仅 适用 于 纯 剪 切 ， 当 侧面 上 有 正 应 力 存在 时 ， 定理 











































































































同样 成 立 。 K 
对 于 扭转 问题 ， 根 据 平面 假设 还 пази raS 
O ЧЕ ТЕНЕ АЛЕ. HWER ЕТ ЛК ЛАЛЫ ЖЛЕ. KIN а) KAT 
直 。 根据 材料 的 力学 试验 ， 在 弹性 范围 内 ,、 н 与 前 应 力 + 之 间 也 存在 直线 比例 关 
Ж. BADIRE. KKH 从 


=Gy ii (7-6) 
式 中 ，G ЖЕЛ ЕНЕ. aD шт TFIA. 
(2) AAMI ТЕТІ у AFE, OR ID BART ERDRE с 的 分 布 规律 。 


А ， 所 以 平面 上 spa ж, 只 是 由 原来 位 置 转 过 一 个 角 
Жо. ШЕ a ИР 的 点 移动 得 最 大 ， 也 就 是 图 7. 10(b) 所 示 
表面 上 的 剪 应 变 y 最 入 < 圆心 处 ( 即 轴线 位 置 ) 共 点 没有 移动 ， 剪 应 变 у 为 零 。 其 余 各 点 移 
动 的 大 小 与 该 点 到 圆心 的 距离 成 正比 ， 即 沿 直径 各 点 的 剪 应 变 у 与 该 点 到 圆心 距离 о 成 正 

















比 。 由 前 切 虎 克 定律 可 知 ， 沿 直径 各 点 的 前 应 力 r 与 该 点 到 圆心 距离 o 成 正比 ， 方 向 与 半 
径 垂 直 ， 如 图 7. 10(b) 所 示 。 
№ Tı 
БА 
(а) b) 
7.10 
由 此 可 得 出 ， 圆 截面 上 任 一 点 剪 应 力 т„ 的 计算 公式 (推导 从 略 ) 为 
„=e (7-7) 
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Жер. М, JRE mm 上 所 受 扭矩 ;po 为 模 截 面 任 一 点 至 圆心 的 距离 ;Ir PA KER H 
对 形 心 的 极 惯性 矩 。 它 是 一 个 只 决定 于 截面 尺寸 和 形状 的 几何 常量 。 简 单 图 形 的 极 惯性 矩 
可 从 有 关 手 册 中 查 到 。 对 于 实心 等 直 圆 杆 而 言 



































хр А А 
= 0-50, 1D (7-8) 
式 中 ，D 为 圆 截 面 直 径 。 对 于 空心 等 直 圆 杆 而 言 
ЕБ aD ZD арча а) (7-9) 
Ж, D, а 分 别 为 空心 圆 截 面 的 外 径 与 内 径 ; a 为 内 外 径 之 比 ， 即 а=а/0. Io 的 单位 为 














长 度 的 四 次 方 ， 常 用 mm' 。 
由 式 (7- 7) 可 知 最 大 剪 应 力 rm 在 圆周 处 ， 即 在 om =R 处 。R AARE, R=D/2. 
于 是 





Е 
Ip Ip 


S ъ= 1/8, PKJ ER TR sri 


Tmax = 


(7-10 


Wo 的 单位 为 长 度 的 三 次 方 ， 常 用 m Room 其 计算 可 从 有 关 
手册 上 查 到 ， 对 直径 为 D 的 圆 截 面 ， 


Ir 716. 从 
ўан 时 的 强度 条 件 


要 使 受到 扭转 的 等 直 圆 杆 能 正常 工作 ， 就 应 使 圆 杆 具 有 足够 的 强度 ， 即 使 圆 杆 工作 时 
产生 的 最 大 剪 应 力 不 超 过 材料 的 许可 剪 应 力 [z],， 故 强度 条 件 为 
tm =p <L] (7-11) 
IP, [т] 为 扭转 时 材料 的 许可 剪 应力， 可 由 有 关 和 手册 中 查 到 。 在 静 荷 载 作 用 下 ， 同 一 材 
料 的 扭转 时 许可 前 应 力 [т] 与 拉 伸 时 许可 应 力 [о] 之 间 关 系 为 

对 于 塑性 材料 ，[zj=(0.5~0.6)[o] 

对 于 脆性 材料 ，[zj=(0. 8~1.0)[o] 

由 式 (7- 11) 强 度 条件 可 以 进行 3 方面 计算 。 


O 对 等 直 圆 杆 进行 强度 校 核 。 若 训 *<[c]， 则 圆 杆 是 安全 的 。 









































(2) 设计 截面 。 当 已 知 荷载 、 材 料 时 确定 等 直 圆 村 直径。 由 „> 下 心 等 直 贺 


3 
16М, 
z> |16М, 
рэ, піт] 
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"м 


тип 


空心 等 直 圆 杆 外 径 为 


16М,„ 
х(1—а*%)[т] 


G) 确定 许可 载荷 。 当 已 知 材料 、 圆 截面 尺寸 时 ， 确 定 等 直 圆 杆 所 能 承受 的 最 大 荷 


р>, 


[T=[LM, J<LWejLr] 


例 7-3 一 实心 传动 轴 如 图 7. 11 所 示 。 轴 上 
B 为 主动 轮 ， A、C 为 从 动 轮 。 已 知 轴 的 直径 9 一 
90mm， 材 料 的 许可 剪 应 力 [zj 一 80MPa。 从 动 轮 
上 的 力 偶 矩 Ta $ Tc 二 2 : 3。 试 确定 主动 轮 上 能 作 
用 的 最 大 力 偶 矩 Te。 


解 : (1) 分 析 等 ТУАДЫ 
现在 АВ Кі 受 轴 内 所 受 的 扭矩 不 同 。 由 


Са 


ШІ ВС 段 轴 所 受 的 力 偶 矩 АЙ Тл 大 。 所 以 受 扭转 后 的 危险 截 
ІШТЕ ВС Ft. ia 


ЖЕ» > Tp 











可 知 Ta= 包 Th， Te 


(2) 计算 许可 
由 强度 条 件 CM, М 1С) 


有 
м,=те= T <[W e] [с] 
得 
5 xD? 
Ss 3 e [г] 
许可 扭矩 Te 值 为 





X80X 10° =19. 1X 10°(N • m)=19. 1kN • m 


4 . 14X (0. 09)* 
Т» 3.14 E 09) 


3 


本 章 首先 介绍 了 剪 切 与 挤 压 的 概念 ， 其 次 介绍 了 扭转 的 概念 ， 指 出 等 直 圆 杆 扭转 时 其 
内 力 为 扭矩 ， 最 后 介绍 了 等 直 圆 杆 扭转 时 的 强度 条 件 为 = pL]. 本 章 重要 内 容 总 
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结 如 下 。 
(1) 剪 切 时 的 强度 条 件 为 =9<10, 挤 压 时 的 强度 条 件 为 oe = 不 <[o]。 


(2) 等 直 圆 杆 扭转 时 横 截 面 上 任 一 点 剪 应 力 rm 的 计算 公式 为 ,二 


(3) 材料 发 生 剪 切 变形 时 ， 在 弹性 范围 内 剪 应 变 у 与 剪 应 力 r падаан 
系 ， 称 为 剪 切 虎 克 定律 ， 表 达 式 为 =G. 

(4) 应 用 等 直 圆 杆 扭转 时 的 强度 条 件 可 以 进行 3 方面 计算 : 对 等 直 圆 杆 进行 强度 校 
B: 四 设计 截面 ，@ 确 定 许可 载荷 。 





























关键 术语 
剪 切 (shearing); 挤 压 (bearing); 扭转 (torsion); sional moment); 剪 应力 
(shearing stress); 前 应 变 (shearing strain); Сы sional strength) 
1. 思考 题 К 


(1) 剪 切 构件 的 受 力 ee 
(2) 试 判断 图 7.1 Se 挤 压 
ж 


G) 试 判断 图 7 ӨШ: т ЛУИ ERD О 的 大 小 ,已 知 Р=200КМ, 











图 7.12 


(4) 什么 叫 挤 压 ? 挤 压 和 轴 向 压缩 有 什么 区 别 ? 
(5) 从 强度 观点 看 ， 如 图 7.14 所 示 的 两 个 传动 轴 ，3 个 轮 的 位 置 哪个 布置 得 比较 


合理 ? 
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图 7.14 


2. 填空 题 


(1) 虎 克 定律 的 两 种 数学 表达 式 是 和 š 

(2) 搬 销 穿 过 水 平 放置 的 平板 上 的 圆 孔 (图 7. 15)， 在 其 下 端 受 有 拉力 P， 则 插销 的 剪 
切面 积 等 于 和 挤 压 面积 等 于 
(3) 图 7. 16 所 示 厚 度 为 d 的 基础 上 有 一 方 柱 ， 柱 受 轴 向 压力 P 作 用， 则 基础 的 剪 切 
HER ， 挤 压 面 面 积 为 А 
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(4) 直径 为 了 的 实心 等 直 圆 杆 两 端 受 扭转 力矩 作用 ， 轴 内 最 大 剪 应 力 为 r， 若 杆 的 直 
径 改 为 D/2， 则 轴 内 的 最 大 剪 应 力 等 于 

3. 判断 题 

(1) 指甲 刀 剪 的 指甲 实际 上 是 受到 剪 切 破坏 。( › 

(2) 受 剪 切 变形 的 构件 ， 其 剪 应 力 т 与 剪 应 变 y 成 正比 , 即 r=Cy。(  ) 

СЗ) 塑性 材料 和 脆性 材料 的 许可 剪 应 力 相 同 。( ) 

(4) 一 般 来 说 材料 的 挤 压 强度 要 比 剪 切 强度 大 。( ) 

(5) 为 了 保证 受 扭 杆 安全 正常 地 工作 ， 必 须 使 杆 截 面 内 的 最 大 正 应 力 不 超 过 材料 的 许 
可 前 应 力 。(  ) 


4. 单项 选择 题 


















































(1) 下 列 实例 属于 扭转 变形 的 是 ( Je 

А. жт В. 钻头 钻 孔 C. 火车 车 轴 D. 零件 冲 孔 
(2) 下 列 实例 属于 剪 切 变形 的 是 ( 

А. Ж ПЁ В. 钻头 钻 孔 C. 火车 车 轴 D. 零件 冲 孔 
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(3) 挤 压强 度 条 件 是 ， 挤 压 应 力 不 得 超过 材料 的 (  ). 
А. 许可 挤 压 应 力 В. 极限 挤 压 应 力 ” C. 最 大 挤 压 应 力 D. 破坏 挤 压 应 力 
(4) 等 直 圆 杆 扭转 时 ， 横 截面 上 所 受 的 载荷 是 (。”)。 
А. 一 对 等 值 、 反 向 、 距 离 很 近 的 横向 力 В. 一 对 轴 向 力 
С. 一 对 垂直 于 轴线 的 横向 力 D. 一 对 力 偶 
(5) 一 圆 截面 直 杆 受 扭矩 作用 ， 若 将 其 直径 增加 一 倍 ， 则 杆 的 抗 扭 强度 将 是 原来 的 
( 24 
A. 16 倍 B. 8 售 С. 4 倍 D. 1f% 
(6) 横 截面 积 为 A HIRRET АНЯ ЕНІ. ЖӘНЕН ЖИН A A 的 空心 圆 截面 杆 
件 ( 内 外 径 之 比 为 0.5)， 其 他 条 件 不 变 ， 以 下 结论 中 正确 的 是 (  ). 
А. 扭矩 增 大 ， 最 大 剪 应 力 减 小 В. 扭矩 减 小 ， 最 大 剪 应 力 增 大 
С. 扭矩 不 变 ， 最 大 剪 应 力 减 小 D. 扭矩 不 变 ， 最 大 剪 应力 增 大 


5. 计算 题 


(1) 图 7.17 所 示 钢 板 由 两 个 锦 钉 连 
接 。 已 知 锦 钉 直径 d=2. 4cm， 钢 板 厚度 
t=1. 2cm， 拉 力 P=30kN, ЕЕ АЈ 9У 
应 力 [т]=60МРа, 许可 挤 压 应 力 [c.] 二 Ж 
120МРа„ {ДАГ ЕТЕ ШЕЕ. 


(2) 试 求 图 7. 18 женген жў 图 7.17 
а 



























H М, Ж 
2kN'm 2А kN/m SkN-m Ж. % 7kN'm 4kN'm 
<<. 
Бш. 
іт Іт 0.5m 1.5m 
(a) (b) 
7.18 











(3) 图 7. 19 所 示 等 直 圆 杆 的 直径 О = 100mm, K /=1т. 两 端 作用 有 外 力 偶 T= 
14kN。m。(a) 试 求 截面 上 A、B、C 三 点 的 剪 应力; (b) 最 大 前 应力。 


т Т 
Im 
7.19 


(4) 若 第 (3) 题 等 直 圆 杆 的 材料 的 许可 剪 应力 [oj 二 60MPa， 此 圆 杆 是 否 安 全 ? 如 不 安 
全 ， 应 将 圆 杆 直径 加 大 到 多 少 ? 
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Сжензжа! 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
平面 弯曲 概念 理解 纵向 对 称 面 、 平 面 弯曲 
理解 теке. лке 
重点 掌握 Жан, E 5, лр 
弯曲 内 力 及 内 力图 а 





理解 тасы 
重点 掌握 ЖЫ, БОНН, Жз ЗЕН, 





өс ELLES 


中 性 层 与 中 性 轴 概 念 








< 
次 曲 应 力 及 强度 条 件 Qi салаб. 前 应 力 公式 





要 д 定 、 强 度 条 件 
3 


理解 5% 的 概念 、 转 角 的 概念 





ы Æ | s - 
TENE яғ ЖА. 挠 曲线 近似 微分 方程 、 积 分 法 求解 梁 的 变形 





重点 掌握 党 加 法 求解 梁 的 变形 
































掌握 刚度 条 件 
Сжанввя! 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
Е, УЛ 重点 掌握 危险 截面 的 判别 、 选 择 设 计 截 面 
危险 点 的 判别 、 强 度 校 核 、 截 面 设计 、 许 可 荷 

强度 条 件 重点 掌握 қаж 

刚度 条 件 掌握 正常 使 用 极限 状态 验算 

РА 
злая 

强度 与 尺寸 成 正比 ? 


在 17 世纪 前 后 ， 欧 洲 各 国资 本 主义 工业 随 着 蒸汽 机 的 出 现 而 迅速 发 展 半 大 ， 再 也 
不 能 赁 经 验 和 简单 放大 比例 来 设计 大 型 的 船舶 和 水 阅 等 。 伽 利 略 最 早 研究 该 问题 :“ 如 果 
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ЗЕ тюс 


缩小 物体 的 尺寸 ， 该 物体 的 强度 并 不 按 同样 的 比例 减 小 ， 实 际 上 物体 越 小 ， 它 的 强度 反 
而 越 高 。 因 此 一 只 狗 能 驮 起 三 只 同 它 一 样 大 的 狗 , 但 是 ,一 匹 马 其 至 连 一 匹 同 它 一 样 大 
的 马匹 也 驮 不 起 。” 

又 如 两 根 石 梁 ， 截 面 为 矩形 ， 一 根 长 Im， 截面 宽 与 长 为 0.1m， 在 自重 作用 下 安 
全 ; 另外 一 根 长 度 、 截 面 尺 寸 都 扩大 为 原来 的 10 倍 ， 却 破坏 了 。 这 是 为 什么 呢 ? 


纸张 承重 


试想 一 张 A4 大 小 的 纸张 ， 两 端 国 定 ， 在 自然 状态 下 ， 纸 张 在 自重 的 作用 下 下 凸 ， 
但 是 当 将 纸张 折 成 连续 V 形 ， 其 上 放置 数 根 粉 笔 而 无 明显 变形 。 这 是 为 什么 呢 ? 同学 
们 在 生活 中 ， 如 在 建筑 上 有 没有 看 见 过 类 似 的 结构 呢 ? 


| 8.1 aa ы 


| Co 
8.1. 1 梁 的 平面 弯曲 ж 


土木 工程 中 ， 弯曲 变形 是 一 种 党 基本 变形 ,、 如 房屋 建筑 中 的 楼 面 梁 、 阳 台 挑 

梁 ， 如 图 8. 1(a)、(b) 所 示 ， А 载 作用 下 ,9 生 弯 曲 变形 ， 杆 件 的 轴线 由 直 

线 变 成 了 曲线 ， 如 图 8.1(с HR TEE |, KE DA A И REJE Ay E EREE EER 
! 

H NX “楼 面 7 

21655516555165551.. 


N 





қ 


| 





阳台 板 














(а) 





图 8.1 


工程 中 常见 的 梁 截面 往往 有 一 或 两 根 对 称 轴 ， 对 称 轴 与 梁 轴线 所 组 成 的 平面 称 为 纵向 
对 称 平面 ， 如 图 8. 2 阴影 所 示 ， 如 果 作 用 在 梁 上 的 所 有 外 力 都 在 该 纵向 对 称 平面 内 ， 则 梁 
变形 后 ， 梁 轴线 将 在 纵向 对 称 平面 内 弯曲 ， 成 为 一 条 曲线 。 这 种 弯曲 称 为 平面 弯曲 ， 即 弯 
曲 平面 与 外 力作 用 面相 重合 的 弯曲 。 它 是 最 简单 、 最 常见 的 弯曲 变形 。 
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8.1.2 梁 的 分 类 





1 Бы. 纵向 对 称 平面 
T 




















工程 中 常见 的 单 跨 梁 按 支 座 情况 可 分 为 3 
种 基本 类 型 。 

(1) 悬臂 梁 。 梁 的 一 端 固定 ， 另 一 端 自由 ， 
如 图 8. 3(a) 所 示 。 

(2) 简 支 梁 。 梁 的 一 端 为 固定 贸 支 座 ， 另 

же TEZELE, ШІН 8. 3HR. 

(з) 外 伸 梁 。 其 支 座 形式 和 简 支 梁 相同 ， 但 梁 的 一 端 或 两 端 伸 出 支 座 之 外 ， 如 图 8. 3(с) 

所 示 。 































Әмзе 505 


衔 方程 就 可 求解， СТЯ 又 统称 为 
程 上 的 需要 ， 人 往往 一 个 粱 会 Ка: 


六 有 时 为 了 二 < 
的 支 座 ， 如 图 ЖЫ ті 

所 示 ， 导 致 梁 的 支 座 反 力 数 F 衡 友 程 数目 ， 这 时 仅 用 平衡 方程 不 能 完全 确定 

支 座 反 力 ， = 梁 。 "кара 究 静 定 梁 。 


ү Ар 梁 弯曲 的 内 力 与 内 力图 





8.2.1 REIAU М 和 剪 力 Q 


为 了 计算 梁 的 应 力 和 变形 ， 首 先 需 要 确定 梁 在 外 力作 用 下 任 一 横 截 面 上 的 内 力 。 

1. 内力 类 型 

以 图 8.5 所 示 的 简 支 梁 为 例 ， 其 支 座 反 力 КА. К 由 平衡 方程 求 得 。 为 求 出 任 一 截面 
上 的 内 力 ， 假 想 沿 m 一 m 截面 将 梁 截 开 ， 由 于 梁 本 身 平衡 ， 所 以 它 的 每 部 分 也 平衡 。 取 左 
段 为 研究 对 象 ， 首 先是 竖 向 力 的 平衡 ,在 Rs 作用 下 为 保持 竖 直 方向 力 的 平衡 ， 须 有 一 
与 RA 大 小 相等 、 方 向 相反 的 力 Q 与 之 平衡 ;其 次 是 力矩 的 平衡 ， 为 保持 该 段 不 转动 ， 须 
有 一 个 逆 时 针 转 动 的 力矩 М 与 Ra 和 Q 构成 的 力 偶 矩 平衡 。Q 与 М 即 为 梁 一 m 截面 上 
的 内 力 ， 其 中 Q 称 为 剪 力 ，M 称 为 弯 矩 ， 剪 力 的 单位 为 牛顿 (N) 或 千 牛 顿 (kN) ， 弯 和 矩 的 
单位 同 力矩 (kN m)。 
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жинаса 


Р 
т 
м 
А B 
| ЖЕР 
9 1 
R 


(a) (b) (с) 





2. 截面 法 求解 内 力 

梁 的 内 力 计算 仍 用 截面 法 ， 计 算 步骤 如 下 。 
(1) 计算 支 座 反 力 。 Ж» 
ӨШІГІП ШШЩЕ. ЕСТ Қай 离 体 ) 作 为 研究 对 象 














(3) ішің 


(4) 建立 静 力 平衡 方 ;计算 截面 内 力 。 Rs 

оз 

D WHE MEILE М 

EDJ: ЖЫЙ 00099 7 ВЭ ЕМИР а, 如 图 8. 6(a) 所 示 ， 
ОЕ (Ж ЕН 0. ШІН 8. 6(b) 所 示 。 














HJ: ыа, 
可 以 简单 对 隔离 完 上 右 下 为 正 S 











2) БЖ ү, ж 
ESH: RH. ЖИЕП А ЕГЕТЕ. 如 图 8.7(a) 所 示 ; 
负 弯 和 矩 ; 截面 上 的 弯 矩 使 该 截面 附近 弯 成 上 凸 下 止 的 形状 ， 如 图 8. 7(b) 所 示 。 




















图 8.6 图 8.7 


例 8-1 简 支 梁 如 图 8.8 ух. EA P=20kN, q=15kN/m, R 1 一 1 截面 上 的 剪 力 
Жун, 
解 : (1) 求 支 座 反 力 。 取 整体 为 研究 对 象 ， 假 设 RR、Rs 向 上 ， 如 图 8. 8Ca) 所 示 ， 列 
静 力 
平衡 方程 
EMA(F)=0—> —PX1—qX3X3.5+R;X5=0 


Рх1+4Хх3Хх3.5_20Х1+{15Х3Х3.5 


Rs 5 5 








35. 5(kN) 
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ХҮ-о Кл-Р-а4Х3--В,-0 
Кд--Р-Ғах3-Крь--20--15Х--35.5--29. 5(kN) 
(2) 求 截面 1 一 1 的 内 力 。 采 用 截面 法 ， 将 梁 截 开 取 左 段 ， 并 设 剪 力 Q 向 下 ，M 逆 时 
针 转 ， 如 图 8. 8(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 求解 
ХҮ-0-> Ra—P—Q=0 
Р--29.5--20--9. 5(КМ) 









































Qi=RA— 
ХОМ,-і-0-> M+PX1—RaX2=0 
Mi=—PX1+RaX2=—20X1+29. 5X2=39(kN • m) 
所 得 Оо, М, 均 为 正 值 ， 表 示 假 设 方向 与 实际 方向 相同 ， 故 为 正 剪 力 、 正 弯 和 矩 。 
若 取 右 段 梁 为 研究 对 象 ， 也 设 О, M HE, WK 8. 8(c) 所 示 ， 列 平衡 方程 
YY=0=> Q 一 MX3 十 Re 一 0 
Q =qX3—Rsg=15X3—35.5=9. 5(kN) 
qX3X1.5+R 


ХМ,-і--0-> М, 


Mi 一 一 4X3X1.5 十 ReX3 一 一 15X3X1. Ж >m m) 
可 见 Qi М, 均 为 正 值 ， 结 果 与 取 左 段 分 析 相 








Кд 
Ra 





(b) 


图 8.8 
例 8-2 RE 8. 9а) тл ER 1-1 上 的 剪 力 和 弯 矩 。 




















解 : 因为 悬臂 梁 自 由 端 在 右 段 ， 为 简化 计算 ， 可 以 取 右 段 为 研究 对 象 ，Q、M 方向 如 
图 8.9(b) 所 示 。 列 平衡 方程 











ХҮ-о-> О- -ах1-о 








УМ, 1= 
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DIEMS R юна 


可 见 Qi 是 正 号 ， 与 实际 方向 一 致 ，M ERG SKRS. MEE. 





Qı 4 











(b) 
8.2.2 梁 弯曲 的 内 力图 
ЖЕЛ Ж» 


办 E KI DY JI ANES AE BA ZE WAR 
ИИ а МАЗИЙ ЙЕ DI ДЕД РБ Е, 





ЖОЛУ ООЛ ЖЛЕ Г Ш 
以 表示 为 工 的 函数 ， 即 К 











о M=M(x) 

pro йт. 力 方程 。 为 了 形象 地 表示 前 力 

Q жз М 沿 梁 轴线 的 变 分 可 根据 前 弯 矩 方程 分 别 绘制 出 前 力 和 弯 矩 沿 

粱 得 线 变化 的 情况 ， 分 别称 汶 剪 力图 和 弯 矩 图 闪 统 称 为 内 力图 。 由 内 力图 可 直观 地 看 出 梁 

上 最 危险 的 截面 。 VA, J же 
2. WA 8 {е % 2 о 


在 土木 工程 计算 中 ,一般 规定 绘图 坐 
标 系 如 图 8. 10 所 示 ， 坐 标 原点 一 般 选 在 粱 > 
的 左 端 截面 。 i | + 
作 图 时 ， 剪 力 正 值 画 在 二 轴 上 方 ， 负 值 

画 在 下 方 ， 而 M 正 值 画 在 过 轴 下 方 ， 负 值 

面 在 上 方 , 或 者 M 总 是 画 在 梁 受 拉 的 一 侧 。 8.10 

下 面 举例 说 明 。 

98-3 简 支 染 受 集中 力作 用 ， 如 图 8. 11(a) 所 示 ， 试 画 出 剪 力图 和 弯 矩 图 。 
й: О) 求 支 反 力 。 


РА = 








кү 

















XM, (F)=0> RgL—Pa=0 


R=% 
ХҮ-о0-> Кл—Р-+КЕЁв=0 
к=Р—К„=Р—©&=®® 


1 1 
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工程 力学 
„чак. 
Р 
1 2 | М(х\) 
А B 
t e Із 7 
Ra Об) 
хі 
(b) 

| мез) 
Ооо) 











(а) о © 
Xis. 11 X 
на ж 


梁 在 集中 力 己 的 作 Й жебе 段 研究 ， 分 别 列 出 两 段 的 Q 和 М 
ев МЕ И 12 MEIJE, ЖЕРИНЕ. ШЕН 8.11(b) 所 示 ， 
ХҮ-0-> —О(х)+Кл=0 
Qa =R= (0а) 

XM =0> —M(aı)+Rıxı=0 
Mla) = Ках = ы (о<т<а) 

DB Бі: 假想 截面 2 一 2 在 距 A 端 z* 处 切 开 ， 取 左 段 研究 ， 如 图 8. 11(c) 所 示 ， 
ХҮ-0-> RA 一 P 一 QCz)=0 

Qa) =R = p=2b— p= Pa 


ZZM,_ ,=0=> М(хт;)+Р(хтх;—а)—Ёлт;=0 

















(aTa) 


М(х) =— P(x: —а›+®%, 


= 至 (一 mm) (алә) 


O 画 出 剪 力 图 和 弯 算 图， 根据 Q、M 方 程 可 以 判断 内 力图 形状 并 措 点 画图 。 
QR: AC 段 剪 力 方程 为 常数 ,由 图 8. 11(b) 可 见 ， 由 于 使 截 开 部 分 顺 时 针 转 动 ， 其 
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E LEE 


值 为 Po/1， 剪 力图 是 一 条 在 工 轴 上 方 平 行 于 工 轴 的 直线 。CB 段 剪 力 方程 也 是 常数 ， 由 
图 8.11(c) 可 见 ， 由 于 使 截 开 部 分 逆 时 针 转 动 ， 其 值 为 一 Pa/1， 剪 力图 一 条 在 x 轴 下 方 平 
ITF r 轴 的 直线 ，Q 图 如 图 8. 11(d) 所 示 。 

М: AC 段 弯 矩 方程 是 zi 的 一 次 函数 ， 弯 和 矩 图 是 一 条 和 斜 直线 ， 只 要 计算 
的 数值 ， 就 可 画 出 弯 和 矩 图 ， 对 于 A 点 和 C 点 分 别 有 





























两 个 截面 











MA=M(0)=0, Mc=M(a) Pab 
ВС RAEN TE c КРАС, АН РАА л — ЖОН. ІНГІ 25 Е 
ме=М«)= аё, м,-МО-о 














由 于 推导 时 假设 M 是 正 值 ， 所 以 M 图 画 在 x О, АЗ ЯТА 8. 11(e) 所 示 。 
(4) 讨论 。 工 程 中 关心 的 往往 是 内 力 的 最 大 值 ， 从 内 力图 可 以 看 出 ， 


о. тах( 2, >»), Мы Pab 








HEL 









5 (с) 


ұйы” 
| М(х\ ( 
所 











O 
(4) 
图 8.12 


解 : (1) 通过 分 析 不 难 发 现 ， 取 右 段 为 研究 对 象 可 不 求 支 反 力 ， 从 而 使 求解 过 程 得 到 
简化 。 列 右 段 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 ， 如 图 8. 12(b) 所 示 。 
Уү=0 О‹х)—чЧ—х)=0 (0<хл</) 
Qr =401—21) 











EM, ,=0 Matgen 20 0 (00 


M(x у= 90-1) 
4 2 
(2) 画 剪 力图 和 弯 矩 图 。 
前 力 方程 是 zx 的 一 次 函数 ， 所 以 剪 力 图 是 一 条 斜 直线 。 只 要 计算 两 个 端 截面 的 数值 ， 
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тип= 














再 连 线 就 可 画 出 前 力图 ， 如 图 8. 12(c) 所 示 。 





Qr =Q) 


0, 


Qa 


QO) =q 





ШЕН ЖТ НА. CE НО ИРА. MISERE УСШ. ED mh 
算 3 个 截面 的 数值 ， 方 可 画 弯 和 矩 图 ， 因 此 分 别 取 两 端 和 梁 中 点 进行 计算 。 


L 











М,-МО)--%, Me=M( 


2 





2 


) 


8 


UW, M, =M) =0 


НӘН Тр Ау ЖП. BEE AE, HAE AAE, ШІН 8. 12(d) 所 示 。 








п] ER ЖИЕНІН. TE EE AEDI J AE EAK EAK E o 
如 图 8.13 Ca 











18-5 MLAB, Е CEHAJ т. 


1 т 2 





ғ» 


үй ы ү 
Г 


—2— 


8.13 


解 : (1) 计算 支 反 力 ， 取 整体 为 研究 对 象 。 








) 所 示 。 试 画 出 前 力图 和 弯 





т 








XM, (F)=0 


mc +Rgl=0 ..Ёв 


1 


т 








ХҮ-о 
D Ж] Југа. hI 




















ZY=0=> —R,ı— 
-Ю-- 


Q= 
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Ra +Rg 


F 力 偶 mm 将 梁 分 成 两 段 ， 故 须 分 段 列 出 Q、M 方程 。 
ACR: 采用 截面 法 , 用 1 一 1 截面 截 开 ， 如 图 8. 13(b) 所 示 。 


т 


0 


“.Кл--К; 


О‹х,)=0 
(б<=<1) 


1 


СВ В: 

















>M 1=0> МСт))--Бдті-0 


Мї(х,)=—Ёлдху= -Ja («а <+ ) 
овоа шалығы 





ХҮ-0-> —Ел—О(л„)=0 

А _т (4 
Qad =R=} (5а) 
УМ, .=0= МсС(аз)-т--Клт;-0 





М(2›) =т— (至 )zs (а<л»<1) 


(3) 画 出 剪 力 图 和 弯 和 矩 图 。 
AC 段 和 CB 段 的 剪 力 都 是 常数 ， 根 据 方向 可 以 判断 为 负 值 ， 是 一 条 平行 于 x 
ME x 轴 下 方 ， 如 图 8. 13(d) 所 示 。 


QR: 
轴 的 直线 ， 


МР: AC 段 和 CB ЕЕ т 的 一 
方 , 正 值 画 在 过 轴 下 方 。 如 图 8. 13(e) 所 示 。 


Ma=M(0)=0, wi 
г) т м=р 0 


АС Ве 


CB В 


ASERTA H, 


iim, 


св 


FERE LA 





(3) 列 


点 与 坐标 轴 xz 的 
(4) mi 


例题 可 见 ， 
) 求 支 座 反 


(2) 将 梁 分 段 
的 端面 为 界 点 ， 


M:=M( 
在 力 偶 m Е Ne Е 9 其 绝对 值 正好 等 于 集中 力 


ҚАҒЫ; ЕТІ А 


上 的 荷载 和 支 座 情况 ， 由 静 力 平衡 方 


54721. 





前 力图 和 














FER. 








状 ， 确 定 其 











控制 截面 ， 


2 2” 


те, и 


值 )， 然 后 描 点 并 画 出 全 梁 的 前 力图 (或 弯 矩 图 ) 。 





险 截面 。 


8.3.1 和 荷载 集 度 q(x)、 


| 8.3 简易 方法 作 梁 弯曲 的 内 力图 


АЕ аа). 


HJO), “з M(x) 之 间 的 微分 关系 


ШШ “шай 


次 函数 ， K 斜 直线 ， 负 值 画 在 xz 轴 上 














КИИ м 分 布 荷载 的 起 旋 处 、 梁 的 支承 处 以 及 梁 
将 梁 进 行 分 段 。 
出 各 段 的 前 力 方程 和 弯 矩 方程 。 各 自 列 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 时 ， 所 取 的 坐标 原 
E 向 可 视 计算 方便 而 定 ， 不 必 一 致 
先 根据 剪 力 方程 (或 变 矩 方程 ) 判 断 剪 力图 (或 变 矩 图 ) 的 形 
再 根据 剪 力 方程 (或 计算 方 程 ) 计 算 相 应 控制 截面 的 剪 力 值 (或 杰 矩 





从 剪 力 图 和 弯 和 矩 图 上 可 以 确定 梁 的 最 大 剪 力 值 和 最 大 弯 矩 值 ， 其 相应 的 横 截 面 称 为 危 


972) Осо) у Я M(z) 之 间 存 在 着 一 定 的 关系 。 以 图 8. 14 所 示 的 简 
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支 梁 为 例 ， 设 z 轴 以 向 右 为 正 ， 


ы ГІТ Ly AEs POFAM; mocas 











分 布 荷载 4 以 向 上 


=Q(z) (8-1) 
| RO o 8-2) 
! | EM о) (8-3) 

з ш-%- 从 式 (8-1) 、 式 (8-2)、 式 (8- 3) 可 看 出 ， 将 弯 
图 8.14 矩 方程 M(z) 对 xz 求 导数 ， 即 得 剪 力 方程 Q(x)， 将 


剪 力 方程 QCz) 对 工 求 导 ， 即 得 分 布 载荷 vdCz)， 可 以 


证 明 ( 过 程 略 ) 这 种 微分 关系 在 梁 的 内 力 分 析 中 是 普遍 存在 的 。 
由 数学 的 定义 ， 一 阶 导数 表示 斜率 ， 全 ， 











此 剪 力 的 大 小 即 

















等 于 弯 矩 图 的 斜率 ， 分 布 荷载 集 度 4 ні Жы H 
以 校 核 或 绘制 Q、M 图 。 


8.3.2 利用 g(x)、 Осо). КЕШ 


三 者 问 的 微分 关系 可 


根据 g(x)、Q(x)、M(zx) 之 间 的 微 红 美 妹 ， 可 以 得 到 内 力图 的 如 下 规律 。 
D 对 于 梁 上 ажалын. 





a) 前 力图 为 一 条 水 平 线 。 27, К 
s; 若 均 布 荷载 指 речну 即 由 左上 向 右 下 倾斜 (\)。 


有 极 值 。 
3) 对 于 梁 上 作用 集中 力 的 截面 














D 弯 矩 图 是 一 条 抛物 线 ， 抛 物 线 的 凸 向 与 均 布 荷载 的 指向 相同 ， 


D аўдар у a % 
2) 对 于 梁 上 有 均 布 用 的 截面 
а) 前 力图 为 线 ， 信和 其 斜率 为 正 ， 即 由 左下 向 右上 倾斜 


在 Q(z)==0 处 M 


D 剪 力 图 发 生 突变 ， 突 变量 的 绝对 值 等 于 集中 力 的 大 小 。 若 从 左 向 右 作 图 ， 突 变 的 


方向 与 集中 力 方向 相同 ;， 若 从 右 向 左 作 图 ， 突 变 的 方向 与 集中 力 方向 相反 。 


(2) 弯 矩 图 发 生 转折 。 

D 对 于 梁 上 作用 集中 力 偶 的 截面 

(1) 剪 力 图 不 变 。 

(2) 弯 矩 图 发 生 突变 ， 突 变 RN ENA TARARE: 









































60kN, g=30kN/m, m=120kN • m, 
解 : (1) 计算 支 反 力 ， 取 整体 为 研究 对 象 。 
EM, FP) =0> —PX1—qXrX4+mXR;X8=0 


Р-ғах4х4--т 60--30Х4 Х4--120 
8 8 


ХҮ-0-> Кл—р—4Х4+Кє=0 

















Re 52. 5(kN) 
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例 8-6 应 用 上 述 内 力图 的 规律 ， 绘制 图 8.15(a) 所 示 的 前 力 和 弯 和 矩 图 。 已 知 P= 


ою 


Ra 
(2) 绘制 剪 力 图 。 根 据 外 力 
截面 有 集中 力 己 ТЕ) 





DIEMS R юна 





























p+qX4—Rs=60+30X4—52. 5=127. 5(kN)( А) 
的 分 布 和 变化 情况 ， 分 段 进行 考虑 : АВ 段 为 平 直线 ; B 
， 剪 力图 发 生 突变 ; BC 段 为 平 直 线 ，CE 段 为 右 下 方 斜 直线 ，EG R 


为 平 直 线 ， 在 力 偶 m 处 剪 力 图 无 变化 。 再 逐一 计算 各 控制 截面 处 的 剪 力 值 。 





A 点 ( 支 座 处 ) 

















B 点 (集中 力作 用处) 














C 点 ( 均 布 荷载 作用 起 点 ) 
巨 点 ( 均 布 荷载 作用 终点 ) 
G 点 ( 鬼 布 荷载 作用 终点 ) 
由 图 8. 15(b) 可 以 观察 到 ， 斜 线 CE 由 正 到 负 必 须 经 过 零点 ,需要 确定 剪 力 为 零 截面 





























она 


要 图 (单位 kN:m) 











图 8.15 


Ол=127. 5kN 

Ов» =127. 5ЕМ 

Он =67. 5kN( 突 变 绝对 值 等 于 60kN) 
Q:=67. 5kN 

Qr =67. 5 一 30X4 一 一 52.5(kN) 
Qs=—52. 5kN 














的 位 置 。 由 相似 三 角形 





пру 77 2 


(3) ЭЙЕ. 


是 右 下 方 斜 直线 ， 








的 几何 关系 得 


67.5. 52.5 
CD ”14 一 CD， 





CD=2. 25m 


的 DD 点 到 A 端 支 座 距离 AD=4. 25m, 
先 根据 外 荷载 或 Q 图 进行 分 段 定性 : АВ 段 为 右 下 方 斜 直线 ，BC 段 也 





因为 剪 力 都 是 并 





E 值 ,转折点 为 集中 力 PHB Ж; CE 段 为 二 次 抛物 


线 ， 且 下 凸 。 在 剪 力 为 零 的 截面 上 ， 弯 和 矩 图 出 现 极 值 ，EF 段 和 FG 段 均 为 右上 方 斜 直线 ， 
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为 前 力 是 负 值 。 再 逐一 计算 各 控制 截面 的 弯 矩 值 。 
A 点 ( 支 座 处 ) Мл-0 
B 点 (集中 力作 用 处 ) Мь=127. 5 Х1=127. 5(ЕМ • m) 
С 点 ( 均 布 荷载 作用 起 点 ) Mc 二 127.5X 一 60X1=195(kN。m) 
D AJIJ 04) 
2. 25 


Mp =M mx =127. 5X4. 25—60 X3. 25—30 X2. 25 Хх“: 一 270. 94(kN。m) 


已 点 ( 均 布 荷载 作用 终点 )Me 一 52.5X2 十 120 一 225(kN。my) 

下 点 (集中 力 偶 mr 作用 处 ) 
Mr =52. 5X1+120=172. 5(kN • m) 
Му; =52. 5X 1=52. 5(КМ • т) (突变 绝对 值 等 于 120kN。my) 
G 点 ( 支 座 处 ) М;=0 


最 后 可 以 绘制 M 图 ， 如 图 8. 15(c) 所 示 。 
例 8-7 利用 微分 关系 ， 画 出 图 К ш 已 知 q=10kN/m, 


P=30kN。 、 
















































































(b) 





M( 单 位 kN-m) (е) 


图 8.16 


解 : (1) 先 求 支 反 力 ， 取 整体 为 研究 对 象 。 
FMF=0> qX2X1+RpX4—PX2=0 
—аХ?х1+РУХ? к; шам 


ХҮ-о Rs—P—qX2+Rp=0 
Rer=P+qX2—Rp=30+10X2—10=40(kN) 

(2) 画 内 力图 。 根 据 梁 上 和 荷载 情况 将 梁 分 为 3 段 。 

QR: AB 段 ， 有 均 布 荷载 ，Q 图 为 右 下 方 斜 直线 ， 各 控制 截面 内 力 为 
Ол=0, Qez 10х2 200) 

BC 段 ， 无 外 力 ，Q 图 为 水 平 直 线 ， 各 控制 截面 内 力 为 

Qet “Qey 十 Rs 一 一 20 十 40 一 20(kN) 

CD 段 ， 无 外 力 ，Q 图 为 水 平 直线 ， 各 控制 截面 内 力 为 
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Rp 






































Qe =20kN, 


E STIT 


Оз--Р20--10000. Qo =—Rp=—10(kN) 


前 力图 如 图 8. 16(b) 所 示 。 
М: AB 段 有 均 布 荷载 ，M 图 有 二 次 曲线 ,gq 朝 下 ， 所 以 M 图 下 凸 ， 各 控制 截面 内 力 为 





1 











Ma=0, 


1x2 


Me 2 


2 х10х2° 20(kN • т) 








BC 段 ， 无 外 力 且 Q 图 为 正 值 ， 所 以 M 图 为 右 下 方 斜 直线 ， 各 控制 截面 内 力 为 





Mas 王 一 20kN。m， Me 一 RoX2 王 20(kN。my) 














CD 段 ， 无 外 力 且 Q 图 为 负 值 ， 所 以 M 图 为 右上 方 斜 直线 ， 各 控制 截面 内 力 为 


Me 一 20kN。m， Мь=0 


弯 矩 图 如 图 8. 16(c) 所 示 。 


8.3.3 AIMER WSE 


1. 党 加 法 的 概念 
根据 小 变形 假设 ， 
引起 的 前 力 和 弯 矩 不 受 
荷载 单独 作用 时 的 剪 力 
全 部 荷载 同时 作用 下 的 
加 而 求 得 总 结果 的 方法 


i , кәні» 55. 
ЖҮТТІТІТІГІІ 5 д. 


ЖЕЛІНЕ ЖАЙА 
图 纵 坐 标的 代数 值 
例 8-8 试 按 





бы 每 种 荷载 在 模 蕉 面 上 
受 几 个 荷载 作用 时 ， 可 分 别 作 出 各 个 
ЛЕЛИ ЕЛКЕ ШЫП. ИЕТ 
АСРИ ШЕЛГЕ ИНЖ. ЖИНЕЛ 











可 以 认为 ， 当 梁 上 有 若干 个 
其 他 荷载 的 影响 。 这 样 ， 

KASEK. 5 
DJ RBS EK 








e 所 谓 内 力图 的 释 加 ， 是 指 内 力 
不 是 内 力图 形 拼合 。 
法 作 图 8. 17(a) 所 示 简 支 梁 的 弯 矩 图 ， 其 中 ma 二 ms。 
























































图 8.17 
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"М 


типт 
解 : (1) 将 粱 上 荷载 拆 成 单个 荷载 单独 作用 ， 如 图 8. 17(b) 和 (@) 所 示 ， 即 (a) 一 (b) 十 (c)。 
(2) 分 别 画 出 只 有 均 布 荷载 作用 下 和 只 有 力 偶 作 用 下 的 弯 矩 图 ， 如 图 8. 17(e) ІСІ) 
所 示 。 
(3) 进行 各 类 相应 纵 坐标 值 的 代数 玛 加 ， 最 终 得 到 原 简 支 梁 的 弯 和 矩 图 ， 如 图 8. 17(d) 
所 示 ， 即 (d) 一 (e) 十 (f)。 
例 8-9 HAIMRE 8. 18(a) 所 示 梁 的 弯 矩 图 。 























е 
Ш 
4 g 
用 ЕТ #5. Yy 
解 : РЕ ge 
а) 求 支 反 力 。 


XM, (F)=0> 3Х2-1Х4Х2-4Х6--В,Х8-1Х2Х9-0 


-3Х2--1Х4Х2--А4Х6--1Х2Х9 
8 


ХҮ-0 3 十 Ra 一 1X4 一 4 十 RA 一 1X2 一 0 
Ra =3—5. 5 十 4 十 4 十 2 一 7. 5(kN) 
(2) 选 A~ 下 为 控制 截面 ， 分 别 求 出 各 个 截面 的 弯 甜 值 。 
Ме-0 
Ma =—3X2=—6(kN • т) 
Mp=—3X6+7. 5X4—1X4X2=4(kN * m) 
M:=—1X2X3+5. 5X2=5(kN • т) 
Ma 一 一 1X2X1 一 一 2(kN + m) 
Ms=0 
G) 把 梁 分 成 CA , AD В. DE ЕВ Bt, BF 段 ,然后 用 分 段 丢 加 法 绘制 各 段 
的 弯 矩 图 。 具 体 作法 是 将 上 述 各 控制 面 的 M 值 按 比例 绘 出 ， 根 据 分 布 荷载 和 弯 矩 图 的 微 
分 关系 可 知 ， 如 果 无 荷载 作用 连 以 直线 ， 如 有 荷载 作用 ， 连 一 虚线 为 基线 ,然后 按 简 支 梁 
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Rs 5.5(kN) 









































ШШ “шай 


ЖЕПК. WE 8. 18(b) 所 示 。 
HP, AD 段 中 点 弯 矩 为 





Miop = +12 LICN т) 
ВЕ 段 中 点 的 弯 和 矩 为 
Mr 一 二 0 一 一 一 0.5(N + m) 


|81 梁 弯曲 时 的 应 力 计算 及 强度 条 件 


由 前 面 知 道 ， 梁 的 横 截 面 上 有 剪 力 О ЖН М 两 种 内 力 存在 ， 它 们 各 自在 粱 的 横 截 
面 上 会 引起 剪 应力 т 和 正 应 力 c。 Ки а 


sS 
Т. жр ЙБ ж” 


取 一 根 矩形 截面 梁 ， 在 梁 的 表面 人 互 梁 轴线 平行 的 纵向 线 和 与 纵向 线 垂直 的 横向 
线形 成 均等 的 小 方 格 ， 并 加 一 对 КТІ 8.19 所 示 ， 可 观察 到 如 下 
现象 。 Ж а. 


8.41 梁 的 正 应 力 计算 















































图 8.19 


A) аб, са, ef, gh 等 仍 保持 为 直线 ， 在 倾斜 了 一 个 角度 后 ， 仍 垂直 于 弯曲 后 
的 纵 线 且 点 a、5、c、d 和 e、f、g、hh 变形 后 各 位 于 一 倾斜 平面 内 。 

(2) 所 有 的 纵 线 都 弯曲 成 曲线 。 靠 近 底面 的 纵 线 伸 长 ， 靠 近 顶 面 的 纵 线 缩短 。 而 位 于 
其 间 某 一 位 置 的 一 条 纵 线 o 一 "， 甚 长 度 不 变 。 

从 表面 的 变形 现象 可 以 推断 : 由 于 各 横向 线 代 表 横 截面 ， 变 形 前 后 都 是 直线 ， 表 明 横 








125 


iens 





截面 变形 后 都 仍 保持 为 平面 ; 又 由 于 梁 是 可 以 看 成 由 无 数 纵向 纤维 组 成 ， 既 然 上 部 缩短 、 
下 部 伸 长 ， 梁 内 必 有 一 层 既 不 伸 长 也 不 缩短 的 纵向 纤维 层 ， 称 为 中 性 层 。 中 性 层 与 各 横 截 














面 的 交 线 称 为 中 性 轴 。 中 性 轴 通 过 横 截 面 的 形 心 ， 与 竖 向 对 称 轴 у 垂直 ， 如 图 8. 19(c) 





所 示 。 








由 以 上 的 推断 可 以 提出 以 下 假设 : 梁 的 所 有 横 截 面 在 变形 过 程 中 要 发 生 转 动 ， 但 仍 保 
持 为 平面 ， 并 且 和 变形 后 的 梁 轴 线 垂 直 。 这 一 假设 称 为 平面 假设 。 又 因为 梁 下 部 的 纵向 纤 
维 伸 长 而 宽度 减 小 上 部 纵向 纤维 缩短 而 宽度 增加 。 因 此 又 假设 : 所 有 与 轴线 平行 的 纵向 

















纤维 都 是 轴 向 拉 伸 或 压缩 ( 即 纵向 纤维 之 间 无 挤 压 ) 。 





以 上 假设 之 所 以 成 立 ， 是 因为 以 此 为 基础 所 得 到 的 应 力 和 变形 公式 得 到 了 实验 的 证 





实 。 这 样 ,平面 假设 就 反映 出 了 梁 弯 曲 变形 的 本 质 。 
2 正 应 力 计算 公式 











ИШИБИ ИШЛЕУ. 








IELE, SWPER 1. 成 反比 ， 中 性 轴 





判断 。 %- DA 








中 性 轴 


(а) 


图 8.20 


У 
g= T. 
式 中 ，M 为 横 截 面 上 任意 一 点 处 的 变 矩 ; y ол Бағана HER: IL 为 截面 对 





根据 平面 假设 ,并 综合 考虑 梁 变形 时 几何 、 лайы 可 以 推导 出 梁 


(8-4 


中 性 轴 的 惯性 矩 。 
由 式 (8- 4) 可 见 ， тиан Ёл чара M 和 该 点 到 中 性 轴 的 距离 > 成 


1ЕЛУ 22569-00. ШШ] 8. 20 WR. KBEN 
正 时 ， 梁 下 部 纤维 伸 长 ， 故 产 此 投 应 力 ， Lin 弯 和 矩 为 负 时 则 相 
反 。 У. У #@ ЯХИН. MEJA, JE 6 














918-10 ИГА 8. 21, АЈАГ ДЕРИ "一 4kN/m (Е 











hh 二 300mm，/ 二 2m。 试 求 跨 中 C 截面 上 a、5、c 各 点 的 正 应 力 。 
2 1 h | 
6 .а 
А 2 С B h ДЫ b = 
2 с 
12 12 
Le] 





88.21 
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|. Е b=200mm, 


2.2. R Ай. 


f: (1) 跨 中 C 截面 上 的 弯 矩 为 
мадх хі Ф402 















































2Хч 8 8 2(КМ • m) 
(2) 矩形 截面 惯性 矩 为 
bh? _0. 2X0. 3 _ аа 
Т 12 1? 4.5Х107( 10 
03) 分 别 求 4、5、c 三 点 正 应 力 。 
Аһ 
MX| ( 公 一 全 
М, е è = Т? 
2. fy | 2 6) 2X10" x0. 15—70. 05) 0. 44 (MPa ( 拉 应 力 ) 
o= М = МО осени) 
м,х® 
Му. 572 210° 0.150 67(Mpa)( 压 应 
бү, T 4.5X10™ 


8.4.2 梁 的 正 应 力 强度 条 件 ж 


1. 最 大 正 应 力 与 强度 条 件 ж 
在 进行 梁 的 强度 计算 时 ， ee 。 由 式 (8 4) 可知， 弯曲 变形 的 


梁 的 危险 截面 就 是 最 大 弯 矩 М, ІК 性 轴 最 远 的 yw* 处 ， 即 是 危险 
点 ， 该 点 正 应 力 达 到 最 大 值 


ЖА РЕ Мов у, MWe М. 
1 Сда W. 

nm А 正 应 力 计 算 公 式 。 为 了 保证 染 具 有 幢 够 的 强度 ， 应 使 危险 截面 上 和 危 
险 点 的 正 应 力 不 超 过 材料 的 许可 应 力 [cj， 即 


Ме 
ба =y Lo] 


AP, W. 称 为 抗 弯 截 面 模 量 (ms 或 mm’), 
式 (8-5) 为 梁 的 正 应 力 强度 条 件 。 


如 图 8. 22 R, OBER, W. =+, у= 


(b) 圆 形 截面 ，W. 二 W,= =? 





(8-5) 








(c) 正 方形 截面 ， у. =, 
2. 工程 中 的 3 类 强度 问题 


(1) 校 核 强度 。 在 已 知 梁 的 材料 和 横 截 面 的 形状 、 尺 寸 ， 以 及 所 受 荷载 的 情况 下 ， 校 
核 梁 是 否 满 足 正 应 力 强度 条 件 ， 即 





Мк 
On WW Lo] 
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18.22 


(2) 截面 设计 。 已 知 荷 载 和 梁 的 材料 时 可 根据 强度 条 件 ， 计 算 所 需 的 抗 弯 截 面 系数 ， 
进而 选择 截面 的 尺寸 ， 即 
W: > 
(3) 确定 许可 荷载 。 如 已 知 梁 的 材料 和 截面 尺寸 ， 条 件 ， 计 算出 梁 所 能 承受 


(иш сауа, Вр 
к. 
下 面 以 3 个 例子 分 别 说 明 。 5% 
H 


#18-11 如 图 8. 23 HREJE 简 支 梁 受 均 布 荷载 作用 。 已 知 4 一 4kN/m， 
1=4т, 0=200тт, л = 300, РМА 2 И Н КА ЛУ 77 [oj 二 10MPa， 试 校 核 该 梁 





的 强度 。 + 
А B 
Ra Кв т 
1 
8.23 


Ж. (1) 计算 最 大 弯 矩 。 
м, = ұқ ет) 
(2) 计算 抗 弯 截 面 模 量 。 














0 
3X103(m’) 


(3) 代 强 度 公式 校 核 。 
Mms _ 8Х10% 
бш суу 3X10™® 








=2. 67(МРа)< [е] 


所 以 强度 满足 。 
导入 案例 中 ， 两 根 石 梁 ， 截 面 为 矩形 ， 一 根 长 lm， 截 面 宽 与 长 均 为 0. Im， 在 自重 作 
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ЗЕ тюс 




















和 下 安全 ;另外 一 根 长 度 、 截 面 尺寸 都 扩大 为 原来 的 10 倍 ， 却 破坏 了 。 正 是 因为 正 应 力 
强度 不 满足 引起 的 。 

例 8-12 一 钢 制 简 支 梁 上 作用 有 两 个 集中 力 ， 如 图 8. 24 所 示 , 已 知 Pi=10kN, 
P,=20kN, /二 6m， 钢 的 许可 应 力 [oj 二 160MPa, 采用 工 字 钢 截面 。 试 选择 工 字 钢 
型 号 。 

















їз 13 13 








M( 单 位 :kN-m) ) 
4 


ЖФ: С) ЖАСАУ, MEERA 
N33. ЗКМ • пух 
(2) ЛИТРА ДЕННА 
үу,-Ма 43% 310° _ Хғ ë (m?)=208. 1em’ 








160X 10° 
ПЕТ ТАУАР 与 计算 结果 相近 ， 故 选 20а 号 工 字 钢 。 
18-13 简 支 术 染 跨 长 /一 4m， 其 圆 形 截面 ， 梁 上 受 均 布 荷 裁 作用 。 已 知 直 径 d= 
200mm， 木 材 弯曲 许可 正 应 力 [四 =11MPa， 如 图 8. 25 所 示 。 试 确定 许可 载荷 v。 


, ЕВЫ, S 
a 


Е 8.25 


























解 : (1) 计算 最 大 弯 矩 。 
Max =q /8=qX 4 /8=2q 
(2) W.. АРИ ПШ. 
М/.--ла%/32--лХ200%/32--0. 785X 10° (mm?) 
G) 确定 许可 载荷 。 由 式 (8-5) 可 知 ， 
Mm = 2q W. [с] 
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«3%. . Г21--1хо. 785X10° 107° X11X10°=4317(kN • m)~4. 3kN/m 


8.4.3 梁 的 前 应 力 计算 及 强度 条 件 


1. 剪 应 力 计算 公式 
梁 在 发 生 横 力 弯 曲 时 ， 横 截面 上 不 仅 有 弯 和 矩 M 作用 ， 而 且 还 有 剪 力 ОТЕЛІ. 394178 
截面 上 正 应 力 合成 的 结果 ， 剪 力 则 是 截面 上 剪 应 力 合成 的 结果 。 剪 应 力 在 横 截 面 上 分 布 比 
较 复杂 ， 梁 的 最 大 剪 应 力 产生 在 剪 力 最 大 的 横 截 面 的 中 性 轴 上 ,计算 公式 为 


Tmax 


式 中 ，Q 为 梁 内 最 大 剪 应 力 ，S. 为 截面 距 中 性 轴 以 上 (或 以 下 ) 的 面积 A 对 中 性 轴 z ШЙ} 
т, Ше ойт 1. аны, 2 УЙГЕ, зобити, 


2. 前 应 力 强度 条 件 K 
ака 8 




















(8-6) 





为 保证 梁 的 剪 应 力 强 度 ， 梁 的 最 大 剪 应 力 不 应 









Tmax = т] (8—7) 
式 (8 -7) 称 为 梁 的 前 应 力 强 度 条 件 。[z 在 弯曲 时 的 许可 前 应 力 。 
例 8-14 承受 均 布 荷 载 的 矩 伸 梁 如 图 реж. 已 知 !=3т, b=200mm, 
hh 二 400mm，g 王 6kN/m， 材 料 a。 试 校 核 梁 的 抗 剪 强度 。 


应 力 Cls 
а 


Р ы” ҳ- 





14 1 “4 
b 


图 8.26 图 8.27 
解 : D 计算 最 大 剪 力 Qs。 通 过 作 内 力图 (上 略 ) 可 知 
Qu 一 9kN 
(2) 计算 S. 1.» 
h һ 400 400 


55 2 XboX- 2 х200х 1 


bh? _200Х400° 

12 12 
(3) 代 剪 应 力 公式 校 核 。 

QuxS- 9Х10%Х4Х10%Х107 

тма Ip 1,07Х10%Х1077хХ200Х1073 

=0. 168X 107° (Pa) =0. 168МРа< [т] 














4X 10° тапа”) 





1. =1.07Х 10% тт!) 











可 见 抗 剪 强度 满足 要 求 。 
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шы юс 


[85 梁 的 变形 


工程 中 有 些 受 弯 构 件 在 荷载 作用 下 虽 能 满足 强度 要 求 ， 但 由 于 弯曲 变形 过 大 ， 刚 度 不 
足 ， 仍 不 能 保证 构件 正常 工作 ， 称 为 弯曲 变形 问题 。 为 了 保证 受 弯 构件 的 正常 工作 ， 必 须 
把 弯曲 变形 限制 在 一 定 的 许可 范围 之 内 ， 即 受 弯 构件 应 满足 刚度 条 件 。 


























8.5.1 染 变形 的 概念 


以 简 支 梁 为 例 ， 说 明 平面 弯曲 时 变形 的 
一 些 概念 。 取 梁 在 变形 前 的 轴线 为 x 轴 , 与 x 
轴 垂 直 向 下 的 轴 为 у 轴 。 梁 在 发 生 弯曲 变形 
后 ， 梁 的 轴线 由 直线 变 成 一 条 连续 光滑 的 曲 
线 ， 这 条 曲线 称 为 梁 的 挠 曲线 。 如 图 8.28 所 
示 ， 由 于 每 个 横 截 面 都 发 生 了 移动 和 转动 
САЕНА i a с 

1. ЖЖ 


э-нун C, паев COAR, MS KRK- 
БШ F IIE IE, T i қ 


Ж 
2， 转 角 
ET AA нады ы 
梁 的 任 一 横 截 艺 &,, 在 梁 变 形 后 绕 咎 转动 的 角度 称 为 该 截面 的 转角 ， 用 0 表示 。 
以 顺 时 针 转 向 的 转角 为 正 ， 逆 时 针 转 向 的 转角 为 负 。 
























































8.5.2 挠 曲线 近似 微分 方程 
工程 中 遇 到 的 大 多 数 情况 是 梁 的 挠 度 值 很 小 ， 挠 曲线 是 一 条 光滑 平坦 的 曲线 ， 庚 截面 
的 转角 也 很 小 ， 根 据 梁 挠 曲线 的 概念 和 高 等 数学 的 曲率 公式 ， 可 知 梁 的 挠 曲线 与 梁 横 截面 
EZE M 和 庚 的 抗 弯 刚 度 ET 有 关 ( 推 导 省 略 ) ， 得 公式 如 下 。 

Фу М, 




















EI (8-8) 


上 式 称 为 梁 的 挠 明 线 近似 微分 方程， 对 该 方程 进行 积分 ， 便 可 求 出 挠 度 和 转角 (积分 
HAND. 


8.5.3 ”县 加 法 计算 梁 的 变形 











在 建筑 工程 中 ,通常 不 需要 建立 梁 的 挠 曲线 方程 ， 只 需求 出 梁 的 最 大 挠 度 。 而 实际 中 
的 梁 受 力 较 复杂 ， 因 此 用 和 至 加 法 来 做 较为 方便 ， 一 般 可 利用 表 8 - 1 的 公式 ,将 梁 上 复杂 
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iens 


荷载 拆 成 若干 个 单一 和 荷载， 直接 查 表 获 得 每 一 种 荷载 单独 作用 下 的 挠 度 和 转角 ， 
数 和 ， 就 得 到 所 求 变形 值 。 这 种 方法 称 为 大 加 法 。 
表 8-1 梁 在 简单 荷载 作用 下 的 变形 














w: 梁 沿 > 方向 的 挠 度 

тов: 梁 右 端 处 的 挠 度 

Os: 梁 右 端 处 的 转角 
ЕГ: ЙЧ РИП 





























Ра? (1—4) 
ш БЕТ 


= 
=E 


В? 
wp = 3EI 





简 支 梁 
4 











w: 梁 沿 > 方向 的 挠 度 
хос: 梁 中 点 处 的 挠 度 
Өл. On: 梁 左 端 和 右 端 处 的 转角 
El: Fp RE 
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其 后 作 代 





Без че егісі) 








--Мал(4-т)(24-:) 
о НАСК 0000 20, 


GEI 1 
一 MAL 一 MAL 
4 一 3ET， = 6EI 





























д0 — 21а? а?) 
24ЕІ 


ш= 














_g оа 
= TAEI 
Sql! 

ЗЕТ 
рер 422) 1 
= ABET (о<:<-) 
рг рг 
бл 681° 0 EI 
рг 
ЖС 48EI 




















例 8-15 用 二 加 法 求 图 8. 29 HRE С 截面 的 挠 度 和 转角 。 已 知 梁 的 抗 弯 刚 度 ЕТ. 


解 : (1) 将 粱 上 荷载 分 解 成 单独 荷载 作用 。 


(2) 在 均 布 荷载 а 单独 作用 下 梁 C 截面 的 挠 度 和 转角 由 表 8- 1 中 查 得 


„9. 
Ус ВЕТ? 


„9. 
бЕІ 
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工作 De 
т-Тар 
2 4 
к 
” EI B С 
12 12 
(а) 
(с) 
ЕЕ! 8.29 
(3) 在 集中 力 偶 M 单 独 作用 下 ， 梁 C 截面 的 挠 度 、 转 角 也 由 表 8 - 1 中 查 得 。 因 为 力 
偶 作 用 在 已 处 ， 所 以 C 截面 挠 度 应 等 于 Ж» 
ус =ув+0в Хе К 
ч а мө, 
ERG = 一 总 ET, 5 FIOFA 
ғ т Ext ar 
> ЕІ е 
代入 上 式 得 











ba За! 
45 T А З2Е1 
(4) ЖД ЕЁ НЕ С 截面 挠 度 和 


39 аш 
уса + уе #7 32ЕІ 32ЕІ 











. 1 | ІШ 48 а“ 
4 一 拓 十 go 一 6ET BEI MEI 














8.5.4 梁 的 刚度 条 件 


所 谓 梁 的 刚度 条 件 ， 就 是 检查 梁 的 变形 是 否 超 过 规定 的 允许 值 。 在 建筑 工程 中 ,通常 
АЖ ЕЕ. 不 校 核 梁 的 转角 ， 其 允许 值 常用 挠 度 与 梁 的 跨 长 的 比值 СЛИ) 作为 标 
准 。 即 





| 


根据 构件 的 不 同 用 途 ， 在 有 关 规范 中 有 具体 规定 : 


一 般 钢 入 混凝土 梁 的 [// 中 = 元 ~~ 缉 5 
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НОЕ. ЕШ Г//П-----с 


梁 必 须 同 时 满足 强度 和 刚度 条 件 ， 通 常 是 先 按 强度 条 件 设 计 ， 然 后 用 刚度 条 件 校 核 。 
例 8-16 图 8.30 中 所 示 的 简 支 梁 ， 受 均 布 荷载 g 和 集中 力 P 共同 作用 ， 截 面 为 20a 
号 工 字 钢 ， 人 允许 应 力 [oj 二 150MPa， 弹 性 模 量 E=2.1X10° MPa, HERE (///1- 


> 已 知 /=4m，g 一 6kN/m，P 一 10kN， 试 校 核 梁 的 强度 和 刚度 。 












































чү 





| © 
@) MI( 单 人 „N ы 
Җ 
解 : (1) 求 梁 的 最 大 弯 矩 值 ， aa 
2 өзг 


(2) 查 附录 型 钢 表 20a TA Ж» 
‹=237сп% 一 2370cml 


(3) 校 核 强度 E же 
f 
% Ма 22X10 














W 231X10 + = 92. 8(МРа)< [е] 
满足 强度 要 求 。 
(4) ER 8 - 1 最 大 挠 度 在 梁 跨 中 ,将 P 了 和 g 引起 的 梁 跨 中 挠 度 琶 加 ， 得 到 
PÈ | 5а 
Yr Уа = 18E] 384Е] 
10Х10%х42 А 5X6X10 X4! 








48X2. 1X10" X2370X10™ ' 384X2. 1X10" X2370Xx 10" 
一 0. 00268 十 0. 00402=0. 0067 (m) 
(5) 校 核 刚度 








эша 0,0067. а, 8 «1-5 


400 
可 见 该 梁 的 强度 和 刚度 都 满足 要 求 。 
8.5.5 ”提高 梁 刚度 的 措施 


由 上 述 分 析 计 算 可 知 ， 梁 的 最 大 挠 度 与 梁 的 荷载 、 跨 度 、 支 承 情况 、 横 截面 的 惯性 矩 
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тип= 





I、 材 料 的 弹性 模 量 玉 有 关 ， 所 以 要 提高 梁 的 刚度 ， 应 该 从 以 上 因素 入 手 。 

1.， 提 高梁 的 抗 索 刚 度 

它 包含 两 个 措施 ， 增 大 材料 的 弹性 模 量 和 增 大 截面 的 惯性 矩 。 对 于 低 碳 钢 和 优质 钢 ， 
增加 巨 意义 不 大 ， 因 为 两 者 相差 不 大 。 而 只 有 增 大 梁 的 横 截 面 的 惯性 和 矩 ， 在 面积 不 变 的 情 
况 下 ， 将 面积 分 布 距 中 性 轴 较 远 处 ， 增 大 ET 减少 梁 的 工作 应 力 ， 所 以 工程 中 构件 截面 党 
采用 箱 形 、 工 字形 等 。 

导入 案例 中 ，A4 大 小 的 纸张 ， 两 端 固定 ， 在 自重 的 作用 下 下 凸 ， 但 是 将 纸张 折 成 连 
续 V 形 ， 其 上 放置 数 根 粉笔 而 无 明显 变形 。 原 因 就 是 后 者 提高 了 构件 的 抗 弯 刚度 。 在 建筑 
上 ， 如 屋 盖 做 成 折 板 结构 等 ， 目 的 就 是 为 了 提高 构件 的 抗 弯 刚度 。 

2 减少 梁 的 跨度 

静 定 梁 的 跨度 ! 对 弯曲 变形 影响 最 大 ， 因 为 挠 度 与 跨度 的 三 次 方 (集中 载荷 时 ) 或 四 次 
эшл а 
























































了 静 定 梁 的 使 用 范围 。 因 此 ， 对 于 变形 过 大 而 又 不 允许 度 的 受 弯 杆 件 ， 根 据 不 同 
要 求 ， 可 采用 超 静 定 梁 (增加 支 座 数 日 ) 或 杭 架 等 结 G 

3. 改善 加 载 方式 

在 结构 允许 的 条 件 下 ， 合 理 地 调整 荷 ХУ ШЫ IE, ише 
形 。 例 如 ， 2. :用 在 跨 中 的 集中 力 王 分 散 作用 在 全 梁 上 ， 

















KEE Ms 就 由 РІА 降低 为 тада, HE S > ВЕТ WJ 5РІЗ /384ЕІ, 
а ы 
NE 2 


本 章 在 平面 弯曲 的 基础 上 ， 引 出 梁 的 弯曲 内 力 及 其 计算 方法 ， 给 出 梁 的 弯曲 应 力 计算 
公式 和 弯曲 变形 的 计算 方法 ， 并 建立 了 梁 的 强度 条 件 与 刚度 条 件 ， 从 而 可 进行 梁 截 面 的 设 
计 计 算 。 本 章 重 要 内 容 如 下 。 
1) 弯曲 内 力 
(1) 梁 在 横向 荷载 作用 下 ， 横 截面 上 的 内 力 有 剪 力 和 弯 和 矩 ， 分 别 用 Q MM 表示 。 求 
剪 力 和 弯 矩 的 基本 方法 是 截面 法 ， 即 用 一 假想 的 截面 将 梁 截 为 二 段 ， 考 虑 其 中 任 一 段 的 平 
衡 。 作 用 在 该 段 梁 上 的 力 既 有 外 力也 有 内 力 (Q、M)， 利 用 平衡 条 件 即 可 求 得 截面 上 的 前 




































































O 内 力 的 正 负 号 是 根据 变形 规定 的 ， 使 粱 产生 顺 时 针 转 动 的 前 力 规定 为 正 ， 反 之 为 
负 ; 使 梁 下 部 产生 拉 伸 而 上 部 产生 压缩 的 弯 矩 规定 为 正 ， 反 之 为 负 。 
СЗ) 画 剪 力图 、 弯 矩 图 的 方法 可 以 分 为 两 种 : 根据 剪 力 方程 、 弯 和 矩 方程 作 图 和 利用 а. 
Q, M 间 的 微分 关系 作 图 。 无 论 用 哪 种 方法 ， 其 作 图 步骤 可 以 分 为 4 步 。 

O 求 支 座 反 力 。 
@ 分 段 列 方程 或 分 段 利 用 微分 关系 确定 曲线 形状 。 
@ 求 控制 截面 内 力 , 20. МИЯ. 

Ф WAE |Q | mas FILM | ш 
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ШШ “шай 








(4) 以 均 布 载荷 起 止 处 、 集 中 力 ( 包 括 支 座 反 力 ) 和 集中 力 偶 作 用 处 为 分 段 处 。 通 常 每 
段 的 两 个 端 截面 即 为 控制 截面 。 当 内 力图 为 曲线 时 ， 内 力 取得 极 值 的 截面 亦 为 控制 截面 。 

2) 弯曲 应 力 

СТ) 梁 横 截面 上 有 两 种 内 力 一 弯 矩 和 剪 力 。 弯 矩 М 在 横 截 面 上 产生 正 应 力 c; 9921 
在 横 截面 上 产生 前 应 力 т. 

(2) 梁 进行 强度 计算 时 ， 主 要 是 满足 正 应 力 的 强度 条 件 

о = <[o] 
某 些 特殊 情况 下 ， 还 要 校 核 是 否 满足 前 应 力 的 强度 条 件 
пы. = ee CS Эне 5 г] 

G) 根据 强度 条 件 表达 式 ， 提 高 构件 弯曲 强度 的 主要 措施 是 : 减 小 最 大 弯 矩 ;提高 搞 
弯 截 面 系数 和 材料 性 能 。 
3) 弯曲 变形 
(1) 在 小 变形 和 材料 为 线 弹性 的 条 件 下 研究 梁 
设 仍然 成 立 。 变 形 后 梁 横 截面 的 形 心 沿 垂直 粱 
的 夹 角 称 为 转角 。 梁 的 轴线 在 变形 后 成 为 一 做 连 

(2) 挠 曲线 近似 微分 方程 : 
























































кіні 平面 假 
的 位 移 称 为 挠 度 ， 横 截面 变形 前 后 
光滑 的 曲线 ， 称 为 挠 度 曲 线 。 















Y=—M(x 


а“ 
(3) 在 小 变形 和 弹性 范 Хали} 与 к Яң 可 以 用 释 加 法 求 梁 的 位 
Ж: 将 梁 的 荷载 分 为 车 于 Ш 单 荷载 ， Эше Їй ЫК F AR, РЕТТЕ ЖИ 
为 原 荷载 产生 的 位 XA 


са) 刚度 条 件 : “ИЙ 


(5) RERE ЕНИ ы: Во ЧУС ИЛЕ; 减 小 梁 的 跨度 ; 改善 加 载 方式 减 
小 弯 矩 。 





关键 术语 


集中 力 (concentrated force); 集中 力 偶 (concentrated moment); 分 布 载荷 (distributed 
load); 26% % Ж (гоПег support); В Æ 4% & (ріп support); 固定 端 (fixed епа); ЖЖ 
Ж (statically determinate beam); %4 # (cantilever beam); 外 伸 梁 (overhanging beam); 
ІҢ % Ж (simply supported beam); 8 А 7) (Internal forces in bending); Ж 4 Ж 42 (equa- 
tion of bending moment); 剪 力 方程 (equation of shear force); #4 A (diagram of bending 
moment); 剪 力 图 (diagram of shear force); 平面 刚 架 (planar rigid frame); 平面 曲 杆 (pla- 
nar curved bar); #20 }* (superposition method); 弯曲 应 力 (stress in bending); 2% t 
(pure bending); Æ È 7 (normal stress); Ж 0 $ W (transverse bending); 梁 的 切 应 力 
(shearing stress); 强度 条 件 (strength condition); 弯曲 变形 (beam deformation); 挠 曲线 
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(deflection curve); 挠 曲线 的 微分 方程 (differential equation of the deflection curve); 边界 
条 件 (boundary conditions); 连续 条 件 (continue conditions); 刚度 (rigidity) 


习 题 


1. 思考 题 

(1) 梁 的 剪 力 与 弯 矩 正 负 号 是 如 何 规定 的 ? 

(2) 梁 的 内 力 М, О 与 分 布 荷载 间 的 微分 关系 是 什么 ? 
СЗ) 释 加 法 绘制 弯 矩 图 的 步骤 是 什么 ? 

(4) 什么 是 中 性 层 和 中 性 轴 ? 

(5) 梁 弯 曲 时 的 强度 条 件 是 什么 ? 




















ОАТ ТЕ ТИ 
СТ) 用 对 加 法 计算 梁 的 变形 ， 其 解 题 步骤 如 何 ? Сы 
(8) 如 何 提高 梁 的 刚度 ? х\- 

2. 填空 是 А %- 

A) 梁 的 基本 类 型 有 Ч А 
(D 用 来 表示 染 上 各 横 截面 的 ? 变化 规律 的 图 形 ， 称 为 弯 矩 图 。 从 索 抵 


图 上 可 以 找 出 弯 矩 的 :的 位 置 。 
(3) 应 用 公式 гм, Жайант” 和 


шы > жс 
СА) 梁 在 弯曲 四 截面 上 正 应 力 沿 高 度 是 按 分 布 的 ; 中 性 轴 上 的 正 应 力 





























为 s 矩形 截面 梁 横 截面 上 剪 应 力 沿 高 度 是 按 ” ”分 布 的 。 
O) 矩形 截面 梁 若 最 大 剪 力 、 最 大 弯 矩 和 截面 宽度 不 变 ， 而 将 高 度 增加 一 倍 ， 则 最 大 
弯曲 正 应 力 为 原来 的 倍 ， 最 大 弯曲 剪 应力 为 原来 的 Ай. 
Сб) 简 支 梁 受 力 如 图 8.31 тл. ERATE. ШС 点 处 的 c 一 те 
‚ БАЛЫ а- к= 7 














图 8.31 





(7) 挠 曲线 近似 微分 方程 为 
(8) 用 到 加 法 求 梁 的 位 移 时 ,应 满足 的 条 件 是 : O © 
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вв 梁 的 弯曲 


(9) 某 根 梁 尺寸 ， 受 力 和 支承 情况 完全 相同 ,但 材料 不 同 ， 弹 性 模 量 分 别 为 El 和 
E2, H. El 二 7E2， 则 两 根 梁 的 搁 度 之 比 y1/y2 为 





原来 的 倍 。 
з. йж 
D RESMEN, 




















WAE. BEBAR. C) 








(4) 尺寸 、 
同 。( ) 








(10) 某 圆 截面 悬臂 梁 ， 若 梁 的 其 他 条 件 不 变 ， 而 直径 增加 一 倍 ， 则 其 最 大 正 应 力 是 


其 横 截 面 上 只 有 弯 矩 一 种 内 力 。( ә 
(2) 在 剪 力图 和 弯 矩 图 中 ， 剪 力 为 零 的 点 弯 和 矩 有 极 值 ， 而 在 左右 剪 力 具有 不 同 正 负 号 


СЗ) 弯曲 变形 梁 的 横 截 面 上 只 分 布 有 正 应 力 。( › 
受 力 情况 和 支承 情况 都 完全 相同 但 材料 不 同 的 两 根 梁 ， 它 们 的 最 大 应 力 相 


(5) 材料 、 截 面 面 积 、 акан: “ашаны Е 


们 的 最 大 正 应 力 相同 。(  ) 











(6) 梁 弯曲 时 的 内 力 有 剪 力 和 弯 和 矩 ， 剪 力 的 方向 总 截面 相 切 ， 而 弯 和 矩 的 作用 面 


总 是 垂直 于 横 截 面 。( о 
(7) 粱 内 最 大 弯 和 矩 处 挠 度 最 大 。( 














(8) 刚度 相同 、 弯 和 矩 图 也 相同 的 两 根 





(9) 平面 弯曲 梁 最 大 挠 度 处 的 截 








XR 


曲线 的 形状 、 位 置 一 定 相同 。(  ) 
EFTE. С) 


) 


010) 尺寸 、 Шш: арзаи, 它们 的 最 大 挠 度 
4 


Ж.С › 
4. 单项 选择 题 





(1) 梁 纯 弯 | КОП қ» 


А. Ж В. 扭矩 
Е. 剪 力 和 弯 矩 


(2) 梁 在 集中 力作 和 

















А. Q 图 有 突变 ，M 图 光滑 连续 
C. M 图 有 突变 ，Q 图 光滑 连续 














С. 097) D. 轴 力 


截面 处 ， 它 的 内 力图 为 ( 0. 


В. Q 图 有 突变 ，M 图 有 转折 
D. MHARE. Q 图 有 转折 


(3) 梁 在 集中 力 偶 作 用 的 截面 处 ， 它 的 内 力图 为 ( )。 





А. Q 图 有 突变 ，M 图 无 变化 
С. M 图 有 突变 ，Q 图 无 变化 














В. Q 图 有 突变 ，M 图 有 转折 
D. M 图 有 突变 ，Q 图 有 转折 


(4) 梁 在 某 一 段 内 作用 有 向 下 的 分 布 力 时 ， 则 在 该 段 内 M 图 是 一 条 ( 0. 





А. ЕТЖ 
С. 带 有 拐点 的 曲线 


В. КІН 
D. FHIR 


(5) 如 图 8. 32 所 示 甚 辟 梁 上 作用 集中 力 和 集中 力 偶 M， 若 将 M 在 梁 上 移动 时 ， 将 


( Je 


А. 对 剪 力 图 大 小 、 形 状 均 无 影响 

В. 对 弯 矩 图 形状 无 影响 ， 只 对 大 小 有 影响 
С. 对 剪 力 图 、 弯 矩 图 的 形状 及 大 小 均 有 影响 
D. 对 剪 力 图 、 弯 和 矩 图 的 形状 及 大 小 均 无 影响 
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ғ” 


тип 





(6) 梁 拟 用 图 8. 33 所 示 两 种 方式 搁置 ， 则 两 种 情况 下 的 最 大 应 力 之 比 сг) Гопак 为 








( 26 





А. 1/4 


e T 


(7) 某 实心 圆 截面 杆 件 受 弯 ， ла 


原来 的 ( Mio 
А. 1/2 


В. 1/16 


С. 1/64 D. 16 


4һ 


(а) (b) 


8. 33 


В. 1/4 


(8) 在 一 般 情况 下 ， 梁 内 同时 存在 弯曲 正 应 
最 大 切 应 力 rw* 通 常 发 生 的 部 位 ， 下 列 几 种 说 
А. om 发 生 在 模 截面 上 离 中 性 轴 


С idis 
Б. бак» 





А. 适用 于 
С. 平面 弯 
(10) 应 用 梁 的 
А. дзр 
B. 梁 处 于 
C. 小 变形 











Tno ABRE TERR 
тъ ABRE E 


(9) 梁 的 弯曲 正 


ҚА оу 4 





半 时 ， 其 最 大 正 应 力 是 


с Fa D. 1/16 
应 力 ， 关 于 最 大 正 应 力 omx ЖІ 


Jo 


a ре на 
В. ow 发 生 在 中 性 轴 处 ， ru AER 面 上 离 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 
性 轴 最 远 的 各 点 处 


кН ү кашы 


线 弹性 范围 之 内 

















D. 平面 弯曲 、 切 应 力 为 堆 








挠 曲线 微分 方程 时 ， 应 满足 的 条 件 是 ( 0. 
内 应 力 不 超 过 强度 极限 

纯 弯 曲 受 力 状态 

且 梁 内 应 力 不 超过 比例 极限 的 平面 弯曲 问题 








)， 等 截面 
AD 跨度 和 和 荷 
的 ( Je 





С. 内 力 相 























(12) 等 截面 直 梁 弯曲 
А. 挠 度 最 大 处 B. 转角 最 大 处 


直 梁 在 任何 载荷 作用 下 





А. 内 力 不 同 ， 挠 度 相同 


[п], ЖЕДЕЛ] 








(13) MHJ 
列 说 法 正确 的 是 ( 








C. 不 会 改 
4) МІНЕДІ 




















一 
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А. 不 会 改变 梁 的 内 力 


变 梁 的 变形 
原理 求 梁 位 移 时 的 条 件 是 ( 


学 中 “ 力 的 等 效 原理 ”将 作用 在 梁 上 的 分 布 荷载 化 为 集中 


В. 内 力 不 同 ， 挠 度 不 同 
D. 内 力 相同 ， 挠 度 相同 


时 ， 挠 曲线 的 曲率 最 大 发 生 在 ( ә. 


载 相同 的 两 根 简 支 梁 ， 其 截面 形状 不 同 ， 但 抗 弯 刚度 EI 相同 ， 则 两 梁 


С. 前 力 最 大 处 D. ХА» 





В. 不 会 改变 梁 的 支 座 反 力 
D. 不 会 改变 梁 的 位 移 
) 。 


P 荷 载 时 ， 下 


ЗЕ юс 





А. 必须 是 等 截面 的 梁 B. 必须 是 静 定 的 梁 
С. 必须 是 小 变形 的 梁 D. 必须 是 平面 弯曲 的 梁 





(15) 对 于 梁 采 用 高 强度 钢 代 替 普通 碳 钢 ,， 则 ( ә. 
А. 能 有 效 提高 梁 的 强度 和 刚度 
В. 能 有 效 提高 梁 的 刚度 ， 对 梁 的 强度 影响 甚 微 
С. 对 梁 的 强度 和 刚度 影响 甚 微 
D. 能 有 效 提 高 梁 的 强度 ， 对 梁 的 刚度 影响 其 微 


5 计算 题 
(1) 用 截面 法 求 图 8. 34 所 示 各 梁 指 定 截面 上 的 内 力 。 














Р Р. 


1 2 3 
A i 8 t 4 FES 
|- Ў Ж 1а 
(а) жы (с) 
X> 8.34 2 
(2) 列 出 图 8. 35 RK RRI IERSE ОТА Q, м. 
А 2А ІКМ/т 5 2 ШШЩ 


|. іт ‚|, іт J іт р 2т - 
(b) © 
图 8.35 













P 











(a) 








СЗ) 应 用 内 力图 的 规律 直接 绘 出 图 8.36 所 示 梁 的 剪 力图 和 弯 矩 图 。 


60kN:m 











P 2P 3P 
A A 
B 


EOAR ARKONAN іт 4m lm | lm 
(а) 





(b) 


图 8.36 


(4) 根据 M、Q 与 g 间 的 微分 关系 检查 图 8. 37 所 示 梁 的 Q 图 与 M 图 ， 并 指出 正确 与 否 。 
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М2 




















(5) semipimaaa е, 求 gmx 的 大 小 。 


Шы; 
Ж 
В 








图 8.38 (单位 : cm) 


(6) 如 图 8. 39 МАР ІН Е. RA Л =30ст. Ж 0--15от, Ж (в |--10МРа. 
[可 =0.8MPa。 不 计 梁 的 自重 。 求 荷载 己 的 许可 值 。 


‚| | | vE 
pe 


图 8.39 


(7) 图 8.40 所 示 外 伸 梁 承受 载荷 己 作 用 。 已 知 载荷 P 王 20kN， 钢 材 许可 应 力 [о] 
160MPa， 许 可 剪 应 力 [dj 二 90MPa。 试 选择 工 字 钢 型 号 。 
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ЗЕ тюс 





қ 





图 8.40 


(8) 图 8. 41 所 示 和 矩形 截面 木 梁 ， 许 可 正 应 力 [oj 二 10MPa， 试 根据 正 应 力 强 度 要 求 确 
定 和 截面 尺寸 5。 


图 8.41 дей. 
(9) 图 8. 42 所 示 各 庚 的 弯曲 刚度 EI 用 县 加 法 计算 截面 B 的 转角 与 截面 


С 的 挠 度 。 


қ 








җе — 


карт 


(с) С) 
8. 42 


(10) 如 图 8.43 МАЙ. ЖЕНЕ 1-5. JBM =5КМ • т, М = 10 • т, 许可 
Ji []=160МРа. ФЕВ E=200GPa, ЙИ [w]=1/500, БЕТ FAUS 


Mi М 
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应 力 状 态 分 析 与 强度 理论 


Сжанзжа) 























知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
点 的 应 力 状态 概念 理解 单元 体 、 单 向 应 力 状 态 、 二 向 应 力 状态 
平面 应 力 状态 分 析 掌握 ZS 分 析 、 主 应 力 和 主 平面 确定 
危险 截面 单元 体 的 选取 тж тон 
四 大 常用 的 强度 理论 及 其 应 用 іш > ШЕ салкын 





7779 











ҳ 
技能 要 点 2- 掌握 程度 7 应 用 方向 
экии" КЫК м ш 
责任 鉴定 
第 三 和 第 四 强度 校 核 了 解 结构 应 变 片 测试 分 析 








үзле 


材料 破坏 的 极限 压力 


水 是 有 压力 的 ， 水 深 每 增加 10m， 水 的 压力 就 增加 一 个 大 气压 ， 那 么 在 几 千 米 的 大 
海 深 处 物体 所 受到 的 压力 之 大 是 在 地 球 表面 难以 模拟 和 想象 的 。 为 什么 在 深海 海底 的 软 
泥 中 还 能 完好 无 损 地 保存 着 史前 微生物 的 遗体 ， 一 些 海底 生物 也 没有 因为 海水 的 压力 而 
HE? 

类 似 地 ， 土 层 对 于 埋藏 在 土 中 的 物体 也 有 压力 作用 ， 而 且 比 水 的 压力 更 大 ， 每 4m 
土 深 就 相当 于 10m ЖЖ, AEEA 7000 万 年 前 的 生物 早已 成 为 化 石 沉 入 地 底 ， 并 随 着 
底层 下 降 ， 同 样 承受 着 巨大 的 土 压 力 ， 为 什么 如 今 的 考古 学 家 居然 可 以 发 气 出 完整 的 处 
ЖЖЖ? 它 为 什么 没有 被 土 压 碎 ? 

这 个 问题 和 本 章 的 主要 内 容 中 的 强度 理论 密切 相关 。 
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第 9 意 应 力 状态 分 析 与 强度 理论 


| 9. 1 点 的 应 力 状态 的 概念 


由 前 述 知识 可 知 ， 杆 件 受 拉 时 ， 通 过 杆 件 内 任 一 点 所 作 截面 上 的 应 力 ， 随 着 截面 的 方 


位 改变 而 改变 。 


通过 前 面 几 章 的 学 习 知 道 ， 圆 轴 扭 转 和 梁 弯曲 时 ， 点 在 横 截 面 上 位 置 不 


同 ， 所 受 的 应 力也 不 同 。 因 此 ， 进 行 强度 计算 时 ， 应 该 分 析 受 力 构件 内 点 的 应 力 状态 ， 确 


定 危 险 点 的 位 置 ， 以 及 在 危险 点 处 最 大 应 力 的 方向 。 
此 外 ， 在 实验 中 所 观察 到 的 构件 的 变形 现象 和 破坏 原因 需要 合理 解释 。 例 如 ， 低 碳 钢 














拉 伸 届 服 时 ， 为 什么 试 件 表面 与 轴线 成 45 角 的 方向 上 会 出 现 滑 移 线 ? 发生 扭转 变形 时 ， 
为 什么 塑性 材料 制 成 的 圆 轴 沿 横 截 面 被 扭 断 ， 而 脆性 材料 制 成 的 圆 轴 沿 与 轴线 大 致 成 45” 


角 的 方向 断裂 ? 





这 都 和 杆 件 内 一 点 的 应 力 状态 有 关 。 


表示 杆 件 中 一 点 处 应 力 状 态 的 方法 ， 是 用 围绕 该 点 截 珠 单元 体 一 正六 面体 的 方 
法 。 假 想 围绕 该 点 截取 微小 正六 面体 作为 分 离 体 ， 离 体 各 侧面 上 的 应 力 ， 即 








单元 体 。 现 以 等 截面 直 杆 的 拉 伸 为 例 ， 如 图 9. 1 





设想 围绕 任意 一 点 C 以 立方 


体 的 6 个 截面 从 杆 内 截取 一 单元 体 ， 如 图 9. ӘДЕ е 


小 的 正六 面体 ， 可 以 认为 单元 体 各 面 上 的 庙 一 对 平行 侧面 上 的 应 力 均 相 
S. МӨНІН ЕНЕ ЯНСА ШКЕ яш Л. Е-НАКТ НИЕ ITAA 
нр 而 确定 点 网 应 力 状态 ， 这 是 研究 一 点 处 应 力 
状态 的 基本 方法 。 


对 于 杆 件 和 


示 平 面 图 形 的 形式 表示 过 和 莹 和 前后 两 个 侧 


状态 。 单 元 体 





上 、 下 侧面 为 平行 








应 力 ， 单 元 体 可 以 采用 如 图 9.1(c) 所 
与 纸 面 垂直 ) 无 应 力 的 情况 称 为 平面 应 力 







向 受 拉 的 状 3 有 两 个 侧面 二 和 


025, 面 是 杆 件 横 蕉 图 的 一 部 分 ， 面 上 的 应 力 为 c 王 P/A。 单 元 体 的 
线 的 纵向 平面 ， 平面 上 没有 应 应 力 ， 这 种 4 个 侧面 均 无 应 力 的 情况 











称 为 单 向 应 力 





Ж 


о 





如 果 按 图 9. 1(d) 的 方式 截取 单元 体 ， 可 以 看 到 其 4 个 侧面 虽 与 纸 面 垂 直 ， 但 与 杆 件 轴 





线 既 不 平行 也 不 垂直 ， 称 为 斜 截面 。 在 这 种 情况 下 ，4 个 面 上 均 有 正 应 力 和 剪 应 力 ， 且 随 
所 取 斜 截面 的 方位 的 不 同 ， 其 应 力 值 也 不 同 。 关 于 单 向 应 力 状态 前 面 章节 已 经 作 过 详细 讨 








W, KEMEN 




















分 析 平 面 应 力 状态 的 情况 。 
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| 9. 2 平面 应 力 状态 分 析 


取 平 面 应 力 状 态 下 的 微 单元 体 ， 如 图 9. 2(a) 所 示 ， 其 应 力 分 量 c Жіт, 是 外 法 线 与 x 
轴 平 行 的 面 上 的 正 应 力 和 前 应 力 ; о, 和 zy 是 外 法 线 与 y 轴 平 行 的 面 上 的 正 应 力 和 前 应 力 。 
o.( 或 o,) 的 角 标 表示 与 x( 或 y) 轴 同 向 ; т. (或 re ) 有 两 个 角 标 ， 第 一 个 角 标 表示 剪 应 力作 
平面 的 外 法 线 方向 为 工 轴 ( 或 > 轴 ); 第 二 个 角 标 y( 或 zx) 表示 剪 应 力 的 方向 平行 于 y 轴 
(或 + 轴 )。 在 分 析 过 程 中 ,一 般 设 应 力 分 量 rc Oys тух ) 均 为 已 知 。 

关于 应 力 的 符号 规定 为 : 正 应 力 以 拉 应 力 为 正 、 压 应 力 为 负 ， 剪 应 力 对 单元 体内 任意 
点 的 矩 为 顺 时 针 转 向 时 ， 规 定 为 正 ， 反 之 为 负 。 照 此 规定 ， 图 9. 20а), о. оз Жіт.,19 
为 正 ， 而 i, 为 负 。 


9.2.1 斜 截面 上 的 应 力 分 析 КА 

为 体现 一 般 性 ， 用 任意 假想 斜 截面 he 平面 ) 将 单元 体 截 开 ， 
设 其 外 法 线 n 与 x 轴 的 夹 角 为 0, 9 角 以 由 x 寺 针 转向 外 法 线 n 者 为 正 。 为 求 斜 截面 
ас 上 的 应 力 oo со, Ж 9. 206) 体 为 研究 对 象 。 斜 截面 cc 上 的 应 力 用 正 应 


216) 和 剪 应 力 r, 来 表示 。 X 















































(а) (b) (с) 
9.2 


























ТАЛАШ ac 的 面积 为 A， 则 ab HA be 面 的 面积 分 别 是 dAcos0 和 dAsin9， 再 把 作用 于 
脱离 体 abe 上 的 所 有 外 力 都 投影 到 ac 面 的 外 法 线 n 和 切线 1 方向 上 ， 可 得 脱离 体 静 力 平衡 
方程 。 

н -л=0, 得 

















odA + (т, аАсоѕа) ѕіпӣ — (о, dAcosh) cosh 
+ (с, аАѕіпӣ)соѕ0— (о,аАѕіпӣ)ѕіп=0 











н >т=0, 得 
туа А — (ty Асов0) соѕ0— (о, їАсоѕ0) sin 
+ (0,аАѕіп0) соѕ0-- (ty аА ѕіпӣ) віп0--0 


考虑 到 rw = т. ( 剪 应力 互 等 定理 )， 并 利用 三 角 公式 
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分析 与 











2sinbcosb 一 sin20， cos20 Leos, sin’ 1—90 
简化 上 述 两 个 平衡 方程 ， 最 后 得 
в=©=у®+--®—,®%созд0—т„зїпд0 (9-1) 
n=% 7” sin20 十 rcos20 (9-2) 





式 (9-1)、(9-2) 表 明 ， 一 点 的 应 力 状态 可 由 该 点 处 单元 体 上 的 应 力 已 知 量 cx о, 和 
rw 唯一 确定 ， 而 斜 截面 上 的 正 应 力 mw 和 剪 应 力 r, 随 0 角 的 改变 而 变化 ， 即 со 和 都 是 0 
的 函数 。 由 以 上 公式 可 以 求 出 方位 角 0 为 任意 值 的 斜 截面 cc 上 的 应 力 。 

例 9-1 如 图 9.3 所 示 , EA о, =50МРа, б,--20МРа. г, 一 zx 一 一 15MPa，0 一 
307, 试 求 斜 截面 上 的 应 力 баз Too 

Ж. 由 式 (9-1) 和 (9 -2) 可 得 
SATO е, 一 ay 


о, 
2 сов20--т., віп20 қ 
50--20,50-20.,1,,-../3 А 
2-43: БКО у Җ` 
НЕК 


O Sin ra, 





























69 








Tw = 





z ? Хз-ь помру, 
9.2.2 доз Nemi a 


利用 式 (9-1)、(9-2) 还 可 以 确定 正 应 力 和 前 应 力 的 极 值 ， 并 确定 它们 所 在 平面 的 位 
Ші. со 的 极 值 称 为 主 应 力 ， 对 于 空间 三 维 的 应 力 状 态 ， 可 以 把 主 应 力 记 作 а/(і-1. 2. 
3)， 而 主 应 力 的 作用 面 称 为 主 平面 。 设 0, 面 为 主 平面 ， 则 

do 
d0 






































(б.--с,)віп20; --2г,,сов20) 
9-4, 





=—2 (“3 sin20, +r. cos20, ) 一 一 2m 一 0 
由 上 式 可 见 ， 主 平面 上 的 前 应 力 为 零 。 所 以 ， 主 平面 和 主 应 力也 可 定义 为 :在 单元 体 
H, 












































内 前 应力 等 于 零 的 平面 为 主 平面 ， 主 平面 上 的 正 应 力 为 主 应 力 。 而 由 
u=% Fsin20, Hr cos20, =0 
可 得 
тап20,----- -一 (9-3) 


式 (9-3) 就 是 确定 主 平面 方位 的 公式 ， 由 式 (9 3) 可 以 求 出 相差 90" 的 两 个 角度 %， 
可 见 两 个 主 平面 是 互相 垂直 的 。 








147 


如 果 在 图 9.2(c) 中 ， 将 脱离 体 上 的 外 力 分 别 向 x ЯП у 轴 投 影 ， 可 得 

Х.Х--0-> odAcosb+rdAsingt+r, dAsing—o,.dAcos0=0 

ХҮ--<0-> ovdAsin0 一 rwdAcos0 一 oodAsin0 十 mdAcosb 一 0 

由 于 rs 一 re ( 剪 应 力 互 等 定理 )， 化 简 后 得 到 

018050 —о,с050+-тоѕіпб = — т, ѕіп 

б,5біп0--вувіпЙ--тусояд-- --т., cosh 

ЖЕЖ. 240-018. ә-т,-0. о-о,. о, HEM. В оз 0:011, 
2，3)， 则 上 面 公式 简化 成 为 
































Oi — Or = — Tay tanfo 





Oi — Oy = — Tay COto 





(ai 一 az) (о: оу) = thy 


o — (о. +оу)о:1-(0:0у — ty) Ж» 
最 后 得 到 ж 

















=® 5 1+1 (9-4) 
РООИЕРРРРЕННЫРА j Fa ш 
т елі ау)? Tiy 

在 时 册 以 上 和 公式 时 ， 只 АР TOA Meo IATA, Пен, — M 





可 以 约定 用 a ‚ пашыю о z mw， WERO- 3) 确 定 的 两 个 角 
ШЕ 0, 中 ， 绝 对 值 较 小 的 as 所 在 的 平 


5 ж,» 
ж. 
9.2.3 им. жа ж 


完全 相似 的 方法 ， 同 样 可 以 确定 最 大 和 最 小 剪 应 力 以 及 它们 所 在 的 平面 ， 将 式 (9- 
对 0 求 导 数 ， 并 令 0—0, 时 有 



































Ясо 
40 |- 4. 
т к (az 一 ay)cos20 一 2rwsin20 =0 





шп20-% -一 (9-5) 
27, 


由 上 式 也 可 以 解 出 两 个 相差 907490, 值 ， 可 见 剪 应 力 极 值 的 所 在 平面 也 是 两 个 互相 垂 
直 的 平面 。 由 式 (9-5) 及 式 (9-3)， 可 得 
tan200。tan20 一 一 





В 


表明 
20, --20, +=% =+ 


即 最 大 和 最 小 前 应 力 所 在 平面 与 主 平面 的 夹 角 为 4 "。 如 果 将 式 (9-5) 代 和 人 式 (9-2) 
Н со 式 ， 可 以 得 到 剪 应 力 极 值 为 
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98 应 力 状态 分 析 与 强度 理论 

















аш C0 a FIE, (9-6) 
Tmin 
利用 式 (9 - 4) ， 还 能 够 得 到 

т 0 = бик бін (9-7) 
需要 指出 的 是 :rm 和 Tmin 是 两 个 数值 相等 而 方向 不 同 的 前 应 力 ， 剪 应 力 极 值 通常 也 称 


为 最 大 剪 应力。 在 最 大 剪 应 力 的 作用 面 上 ， 一 般 存 在 有 正 应 力 。 
例 9-2 求 图 9.4 所 示 单 元 体 的 主 应 力 与 主 平面 ， 最 大 剪 应 力 及 其 作用 面 ， 并 均 在 单 
元 体 上 夯 出 。 已 知 o,==30MPa, о,=0, zy 二 Ty 20MPa。 


ЧыР УН 



































解 : (1) 确定 单元 体 的 主 平面 4. 
ы а 


тап2 


ЖР, э 


—26.5°, б—63.5° 
(2) 计算 主 应 йе» 4)， 得 е 


=® аі Coo) +47, 





30, 1 30591090) 
2-52 30) 十 4( 一 20) 








10 
=|°, MPd 


再 考虑 到 对 于 平面 应 力 状 态 ， кз 应 力 为 0， 所 以 按 大 小 排列 ， 空 间 的 3 个 主 
应 力 分 别 为 ， 





Т 


oi =10MPa, о =0, om 三 一 40MPa 
在 画 主 平面 的 时 候 要 注意 ， 由 于 本 题 m < ， 所 以 m 所 在 主 平面 的 法 线 应 从 у 轴 顺 时 
针 旋 转 26. 5° 到 > 轴 ， 如 图 9. 4(b) 所 示 。 
(3) 最 大 前 应力 可 由 式 (9- 7) 直 接 得 出 
EES 10 




















E 





25(МРа) 











Тпах 


так ЕЛІН кк. 45 ， 方 向 和 作用 面 如 图 9. 4(c) 所 示 。 
例 9-3 讨论 圆 轴 扭 转 时 的 应 力 状 态 ， 并 分 析 铸 铁 试 件 受 扭 时 的 破坏 现象 。 
Ж: 圆 轴 扭转 时 ， 横 截面 的 边缘 处 剪 应 力 为 最 大 ， 其 数值 为 
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се 

W. 
在 圆 轴 的 表层 ， 按 图 9. 5(a) 所 示 方 式 取出 单元 体 ABCD， 单 元 体 各 面 上 的 应 力 如 
图 9.5(b) 所 示 。 其 中 




















6,-бу-0. тут 


对 于 纯 剪 切 状态 下 的 情况 ， 把 上 式 代入 式 (9 一 4 


ін 





























ч 
авлаа 
根据 式 (9- 3) 
tan20. к= 25 5-а 
2—63 
所 以 
20,--90%-270%. 0 45%- 135%) 
以 上 结果 表明 ， 从 x 轴 为 起 点 量 起 ， Ee 句 ) 所 确定 的 主 平面 上 的 主 
Л) сых» ПН оо 135 所 确定 的 主 平面 上 的 主 应 


























mh。 按 主 应 力 的 记号 规定 ， 
ol 一 omx 一 r， 0% 
所 以 ， 


E 
=; Jr 但 
一 个 为 压 应 力 


圆 截 面 铸 铁 试 件 扭转 时 ， 表面 各 总 


图 9.5(a) 所 示 ， Шш". 
图 9.5(c) 所 示 。 











日 其 中 一 个 为 拉 应 力 





К карашкан жыпы Ш 
ШЕТІ! НИ 如 








| 9. 3 常用 的 强度 理论 


93.1 强度 理论 的 概念 


强度 理论 是 材料 在 复杂 应 力 状态 下 关于 
150 





F 强 度 失 效 原因 的 理论 。 


第 9 意 ” 应 力 状态 分 析 与 强度 理论 


人 们 在 长 期 的 生产 实践 中 ， 综 合 分 析 材 料 强度 的 失效 现象 ， 提 出 了 各 种 不 同 的 假说 。 
各 种 假说 尽管 各 有 差异 ， 但 它们 都 认为 : 材料 之 所 以 按 某 种 方式 失效 ( 届 服 或 断裂 )， 
是 由 应 力 、 应 变 或 应 变 能 密度 等 诸 因素 中 的 某 一 因素 引起 的 。 按 照 这 种 假说 ， 无 论 单 向 或 
复杂 应 力 状态 ， 造 成 失效 的 原因 是 相同 的 ， 即 引起 失效 的 因素 是 相同 的 且 数 值 是 相等 的 。 
通常 也 就 把 这 类 假说 称 为 强度 假说 。 强 度假 说 的 正确 与 否 ， 在 什么 情况 下 适用 ， 必 须 通过 
由 于 轴 向 拉 、 压 的 实验 最 容易 实现 ， 且 又 能 获得 失效 时 的 应 力 、 应 变 和 应 变 能 密度 等 
数值 ， 所 以 ， 利 用 强度 理论 便 可 由 简单 应 力 状态 的 实验 结果 来 建立 复杂 应 力 状 态 的 强度 
条 件 。 
强度 理论 回答 以 下 两 个 问题 : 四 什么 因素 促使 材料 强度 失效 ;四 强度 条 件 是 什么 。 
推测 强度 失效 原因 的 假说 ， 被 实验 证 实 后 就 成 为 理论 。 目 前 还 没有 万 能 理论 。 强 度 理 
论 依 它 所 解释 的 失效 是 断裂 还 是 屈服 ， 分 为 两 大 类 。 关 于 断裂 的 理论 有 第 一 、 第 二 强度 理 
论 。 关 于 屈服 有 第 三 、 第 四 强度 理论 。 
本 节 介绍 的 4 种 强度 理论 都 是 在 常温 、 静 载荷 下 ， 透 匀 、 连 续 、 各 向 同性 材料 
的 强度 理论 。 
强度 失效 的 形式 主要 有 两 种 ， 即 届 服 与 断裂 
断裂 失效 的 ， 其 中 有 最 大 拉 应 力 理论 和 
的 ， 其 中 有 最 大 切 应 力 理论 和 形状 改变 应 谈 
之 上 ， 同 时 可 以 用 于 解释 断裂 失效 和 尾 















































































理论 也 应 分 成 两 类 : 一 类 是 解释 
线 应 变 理论 。 另 一 类 是 解释 屈服 失效 
理论 。 葛 尔 理论 建立 在 广泛 的 实验 基础 





9.3.2 最 大 拉 应 力 理论 ,总 % 





1642 4E) WÈ ft Т ЭНЧИ IR БЁ 9216, ЭШ 该 理论 主要 归功 于 著名 的 英国 教育 家 
W. J. М. Rankine(1820 一 1872 年 )， 该 理论 有 时 称 为 Rankine”s Theory, 

这 一 理论 认为 : 不 论 材料 处 在 什么 应 力 状 态 ， 引 起 材料 发 生 脆性 断裂 的 原因 是 最 大 拉 
应 力 (ows 一 ai 二 0) 达 到 了 某 个 极限 值 (o) 。 

根据 这 一 理论 ， 可 利用 单 向 拉 伸 实验 结果 建立 复杂 应 力 状 态 下 的 强度 计算 准则 。 

脆性 材料 轴 向 拉 伸 断裂 时 ,只 一 ， 同 时 考虑 到 一 定 的 安全 储备 ， 根 据 这 一 强度 理论 
建立 的 强度 条 件 为 


ТҮТІГІ. ‚алана 早 的 强度 理论 ， 意 大 利 G. баШо(1564- 
常 认 为 














в\<®-=®“®=[] (9-8) 


Ж. a 为 第 一 主 应 力 ， 且 必须 是 拉 应 力 。 

利用 第 一 强度 理论 可 以 很 好 地 解释 铸铁 等 脆性 材料 在 轴 向 拉 伸 和 扭转 时 的 破坏 情况 。 
铸铁 在 单 向 拉 伸 下 ， 沿 最 大 拉 应 力 所 在 的 横 截 面 发 生 断 裂 ， 在 扭转 时 ， 沿 最 大 拉 应 力 所 在 
的 斜 截面 发 生 断 裂 。 这 些 都 与 最 大 拉 应 力 理论 相 一 致 。 但 是 ， 这 一 理论 没有 考虑 其 他 两 个 
主 应 力 的 影响 ， 且 对 于 没有 拉 应 力 的 应 力 状 态 ( 如 单 向 压缩 、 三 向 压缩 等 ) 也 无 法 解释 。 
































9.3.3 最 大 拉 应 变 理论 








最 大 拉 应 变 理论 也 称 为 第 二 强度 理论 ， 最 早 由 著名 物理 学 家 Mariotto(1682 年 ) 提 出 。 
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该 理论 常 认为 由 法 国 著名 弹性 理论 专家 В. de Saint Venant (1797—1886 年 ) 所 创立 。 称 为 
St. Уепапї?в Theory。 圣 维 南 是 针对 届 服 失效 提出 的 ， 后 人 用 于 断裂 。 并 修正 为 最 大 拉 应 
变 理论 。 

这 一 理论 认为 ， 不 论 材料 处 在 什么 应 力 状态 ， 引 起 发 生 脆性 断裂 的 原因 是 由 于 最 大 拉 
应 变 (ews* 一 el 二 0) 达 到 了 某 个 极限 值 Ce ) 。 

根据 这 一 理论 ， 便 可 利用 单 向 拉 伸 时 的 实验 结果 来 建立 复杂 应 力 状 态 下 的 强度 计算 
准则 。 
这 一 理论 的 强度 条 件 为 



































о 000 оз) <[0] (9-9 


实验 证 明 ， 作 为 屈服 失效 理论 是 错误 的 。 曾 经 长 期 被 使 用 是 由 于 St. Venant 的 名 
气 。 作 为 断裂 失效 理论 ， 这 一 强度 理论 与 石料 、 混 凝 土 等 脆性 材料 的 轴 向 压缩 实验 结果 
相符 合 。 这 些 材料 在 轴 向 压缩 时 ， 如 在 试验 机 与 试 块 的 接触 面 上 加 添 润滑 剂 ， 以 减 小 摩 
擦 力 的 影响 ， 试 块 将 沿 垂直 于 压力 的 方向 裂 开 。 裂 开 的 ТИ 的 方向 。 铸 铁 在 拉 、 
压 二 向 应 力 ， 且 压 应 力 较 大 的 情况 下 ， 试 验 结 果 也 与 ; 论 接近 。 但 是 ， 对 于 二 向 受 
压 状态 ( 试 块 压力 垂直 的 方向 上 再 加 压力 )， 这 时 单 向 受 力 时 不 同 ， 强 度 也 应 不 
同 。 但 混凝土 、 石 料 的 实验 结果 却 表明 ， 两 种 情况 的 强度 并 无 明显 的 差别 。 与 此 相 
(М, 按照 这 一 理论 ， ана қақ Y 伸 安全 ， 但 这 一 结论 与 实验 结果 并 不 
完全 符合 。 



















Io 
9.3.4 最 大 切 应 力 理论 Ў Р 


最 大 切 应 力 理论 也 第 三 强度 理论 ， Әже. А. Coulumb 于 1773 年 提出 ， 后 来 ， 
1868 年 H. Tresca 76? 斗 学 院 发 表 了 他 文 :“ 金 属 在 高 压 下 的 流动 "。 现 在 该 理论 常 
用 他 的 名 字 ， 称 为 Ttasca 届 服 条 件 。 

这 一 理论 认为 : 不 论 材 料 处 在 什么 应 力 状 态 ， 材 料 发 生 屈 服 的 原因 是 由 于 最 大 的 切 应 
力 (rwx) 达 到 了 某 个 极限 值 (m ) 。 

根据 这 一 理论 ， 在 单 向 应 力 状态 下 引起 材料 届 服 的 原因 是 45 斜 截面 上 的 最 大 切 应 力 
达到 了 极限 数值 。 因 此 ， 当 复杂 应 力 状 态 下 的 最 大 切 应 力 达 到 此 极限 值 时 ， 也 发 生 屈 服 。 

这 一 强度 理论 的 强度 条 件 为 






























oa 一 aa 入 [co] (9-10) 

最 大 切 应 力 理论 较为 满意 地 解释 了 塑性 材料 的 屈服 现象 。 与 塑性 材料 二 向 应 力 实验 符 

合 较 好 ， 且 偏 于 安全 。 低 碳 钢 拉 伸 时 在 与 轴线 成 45" 的 斜 截面 上 切 应 力 最 大 ， 也 正 是 沿 这 

些 平面 的 方向 出 现 滑 移 线 ， 表 明 这 是 材料 内 部 沿 这 一 方向 滑 移 的 痕迹 。 这 一 理论 既 解释 了 

材料 出 现 塑性 变形 的 现象 ， 又 具有 形式 简单 、 概 念 明确 的 优点 ， 在 机 械 工程 中 得 到 了 广泛 

的 应 用 。 但 是 ， 这 一 理论 忽略 了 中 间 主 应 力 o 的 影响 ， 且 计算 的 结果 与 实验 相 比 ， 偏 于 
保守 。 























9.3.5 形状 改变 能 密度 理论 


形状 改变 能 密度 理论 也 称 为 第 四 强度 理论 。 意 大 利 E. Beltrami 于 1885 年 提出 最 大 应 
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变 能 理论 。 它 不 能 解释 三 向 等 压 情况 下 的 实验 。 为 了 与 实验 结果 更 加 符合 ,波兰 学 者 
М.Т. Huber 于 1904 年 将 其 修正 为 最 大 形状 改变 能 密度 理论 ;后 来 进一步 由 德国 R. von 
Мізев (1913 年 ) 和 美国 H. Hencky(1925 年 ) 所 发 展 和 解释 。 这 个 广泛 应 用 的 理论 常 称 为 
Huber - Hencky - Mises 屈服 条 件 ， 或 简称 为 von Mises 屈服 条 件 。 
其 实 ， 早 在 1865 46. J.C. Maxwell 在 写 信 给 W. Thomson 时 就 已 经 提出 最 大 形状 改 
变 能 密度 理论 的 思想 。 在 他 的 信件 被 发 表 后 才 为 人 们 所 知道 。 

这 一 理论 认为 :不论 材料 处 在 什么 应 力 状态 ， 材 料 发 生 届 服 的 原因 是 由 于 形状 改变 能 
密度 (vw) 达到 了 某 个 极限 值 (y3)。 

这 一 理论 的 强度 条 件 为 
















































































Ге в» )°-Е (бо, —оз)°-Е (оз —о\)° ]<[е] (9-11) 


根据 几 种 塑性 材料 ( 钢 、 铜 、 铝 ) 的 薄 管 试验 资料 ， 表 明 形 状 改变 第 四 强度 理论 比 第 
三 强度 理论 更 符合 实验 结果 。 在 纯 剪 切 下 ， 按 第 三 强度 理 f ;四 强度 理论 的 计算 结果 
差别 最 大 ， 这 时 ， 由 第 比 第 四 强度 理论 的 计算 结果 




















大 15%。 
9. 4 айттан 
аа шг 


不 用 ; 第 三 、 第 四 强度 理 屈服 失效 的 论 。 一 般 情况 下 ， 铸 铁 、 石 料 、 混 凝 
土 、 玻 璃 等 脆性 材料 5 акаву 、 铝 、 铜 等 塑性 材料 可 以 用 第 三 、 第 四 
强度 理论 。 应 当 指 内 的 是 ， 材 料 的 划分 是 有 订 件 的 (常温 、 静 载 、 单 向 受 力 )。 即 使 同一 材 
料 ， 在 不 同 应 力 状态 下 ， 也 可 能 发 生 不 同形 式 的 失效 。 材 料 强度 失效 的 形式 虽然 与 材料 本 
身 性 质 有 关 ， 但 它 同时 又 与 应 力 状态 有 关 ， 即 同一 种 材料 ， 在 不 同 的 应 力 状态 下 ， 失 效 的 
形式 有 可 能 不 同 ， 由 此 在 选择 强度 理论 时 也 应 不 同 对 待 。 例 如 ， 三 向 拉 伸 且 3 个 主 应 力 数 
值 接近 时 ， 则 不 论 是 脆性 材料 还 是 塑性 材料 ， 均 以 断裂 的 形式 失效 。 故 这 时 宜 采 用 第 一 强 
度 理论 ， 如 螺纹 根部 。 但 是 [o] 应 该 按 脆性 断裂 时 的 最 大 主 应 力 о, 除 以 安全 系数 。 当 三 
向 压缩 且 3 个 主 应 力 数 值 接 近 时 ， 则 不 论 是 脆性 材料 还 是 塑性 材料 ， 均 以 届 服 的 形式 失 
效 ， 故 宜 采 用 第 三 或 第 四 强度 理论 ， 如 滚珠 轴承 。 但 是 [о] 也 不 能 按 脆性 材料 在 单 轴 拉 
伸 时 的 许 用 拉 应 力 。 
例 9-4 试 按 第 三 和 第 四 强度 理论 建立 如 图 9. 6 所 示 应 


力 状态 的 强度 条 件 。 。 
т. а) 求 主 应 力 


g | т 
jA 2 二 (号 ) tr, о-0 图 9.6 
(2) 求 相当 应 力 o.。 将 以 上 主 应 力 分 别 代 入 式 (9 -DARO -10) 可 得 
оа 01 —о0з =/0° 4-42 


k=] 
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ZN 
工程 力学 














аа оаа а а] F3 

(3) 强度 条 件 
РЕС: Fir Ара 
са =V +32 [0] 


ТЕЛУ. Н ЈЕ У СОНЈ Р, ЖЕ Е Э Л АКА, RA 
常 要 用 本 例 的 结果 。 





























面 的 概念 以 及 确定 方法 ， 然 后 讲解 了 危险 截面 单元 体 的 三 部 方 法 并 介绍 了 四 大 常用 的 强度 
理论 以 及 在 工程 实际 中 的 应 用 。 本 章 重要 内 容 如 下 

D 在 单元 体内 剪 应 力 等 于 零 таз авн =н, 确定 主 
平面 方位 的 公式 为 ж 


Б... 2 Е 
h= 
Or 一 Or 
> 


еше яша. 24. 

(2) paree 大 拉 应 力 理论 人 第 一 强度 理论 ) 、 最 大 拉 应 变 理论 (第 二 强 
度 理论 ) 、 最 大 切 应 为 理论 (第 三 强度 理论 ; 利 形 状 改变 能 密度 理论 (第 四 强度 理论 )， 其 中 
第 一 、 二 强度 理论 适 痊 字 脆 性 材料 ， 第 三 、 四 强度 理论 适合 于 塑性 材料 ， 四 大 强度 理论 的 
强度 条 件 如 下 。 

O 第 一 强度 理论 


本 章 在 提出 点 的 应 力 状态 概念 的 基础 上 ， тув гсш (шана. 主 应 力 和 主 平 























0 
9—9 
Na n [a] 


@ 第 二 强度 理论 
oa 一 "oz 十 ma) 入 [co] 


бі —o Lo] 





© 第 四 强度 理论 











КЕТИ 0)? (оз 03): +o о) [0] 


СЗ) 强度 条 件 的 实际 应 用 中 ， 在 横 力 弯曲 、 弯 扭 组 合 变形 和 拉 ( 压 ) 扭 组 合 变形 中 ， 危 
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oa Vo +4т < [е] 
ou=Vo -ЕЗт <Lo] 





关键 术语 


主 应 力 (prin- 
应 用 (application) 


点 的 应 力 状态 (stress state of dot); 
主 平面 (principal plane); 


二 向 应 力 状态 (planar stress state); 
强度 理论 (theory of strength); 


cipal stress); 


习 题 


Ж» 


М 轴 表 面 各 点 处 于 何 种 应 力 
党 处 于 何 种 应 力 状态 ? 

所 在 平面 与 主 平面 的 关系 如 何 ? 
;三 强度 理论 和 第 四 强度 理论 ? 它们 各 自 


т _ 


1. 思考 题 
(1) 何谓 单 向 应 力 状态 和 平面 应 力 状态 ? 圆 
态 ? 梁 受到 横向 力作 用 弯曲 时 ， 梁 项 、 梁 底 及 其 
(2) 什么 是 主 应 力 和 主 平面 ? к, I 
(3) 什么 是 第 一 强度 理论 、 第 二 强度 
的 适用 条 件 是 什么 ? Ў 


2. 填空 题 > 
% 


) HFA 等 于 零 的 平 








状 














( 正 应 力 称 


为 


АҒ” 





(2) 第 一 КӘДІ: % жы 第 三 
(3) 第 三 强度 理 的 相当 应 力 为 КИН 


D 单元 体 上 只 有 一 对 主 应力 数 值 不 等 于 零 的 应 力 状态 称 为 





、 四 强度 理论 适 


AF 材料 。 


应 力 状态 。 





O 单元 体 上 只 有 二 对 主 应 力 数值 不 等 于 零 的 应 力 状态 称 为 


应 力 状态 。 





3. 判断 题 

(1) 平面 应 力 状 态 即 二 向 应 力 状 态 ， 
(2) 单元 体 中 正 应 力 为 最 大 值 的 截面 上 ， 剪 应 力 必定 为 零 。( 
G) 单元 体 中 剪 应 力 为 最 大 值 的 截面 上 ， 正 应 力 必定 为 零 。 
(4 








) 


空间 应 力 状态 即 三 向 应 力 状态 。( 


) 
) 


的 应 力 圆 和 三 ШКЫН ы йй 力 圆 相 同 ， 且 均 为 应 





(5) ТҮ? Ж 
50-09 
(6) 材料 


(7) 砖 、 





а AA e i ( 
f 压 缩 时 沿 横 截面 断裂 。 ) 


在 静 载 作用 
石 等 脆性 材料 试 档 
(8) ш RÉS 
校 核 强度 。 ) 
(9) е 应 力 状 态 


























的 单元 体 既 有 体积 改变 ， 又 有 形状 改变 。( 


的 单元 体 ， 最 大 正 应 力 和 最 大 剪 应 力 值 相等 ， 且 作 








平面 








在 同 


) 


I 杆 件 ， 其 危险 点 必须 用 第 三 ry 华 所 建立 的 强度 条 件 来 


) 
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Уы 


тип 


(10) 铸铁 水 管 冬天 结 冰 时 会 因 冰 膨胀 被 胀 裂 ， 而 管内 的 冰 不 会 被 破坏 ， 只 是 


的 强度 比 铸铁 的 强度 高 。(。 ) 


4. 单项 选择 题 
(1) 危险 截面 是 ( 
А. 最 大 面积 





) 所 在 的 截面 。 
B. 最 小 面积 











C. 最 大 应 力 


D. 最 大 内 力 


(2) 关于 用 单元 体 表示 一 点 处 的 应 力 状 态 ， 如 下 论述 中 正确 的 一 种 是 ( 














А. 单元 体 的 
в. 单元 体 的 


С. 不 一 定 是 六 面体 ， 








形状 可 以 是 任意 的 
状 不 是 任意 的 ， 








五 面体 也 可 以 ， 


只 能 是 六 面体 微 元 
其 他 形状 则 不 行 






来 说 ( D 
应 力 相 同 


Js 














为 冰 


D. 单元 体 的 形状 可 以 是 任意 的 ,但 其 上 已 知 的 应 力 分 量 足 以 确定 任意 方向 面 上 
HRH 
СЗ) 受 力 构件 内 任意 一 点 ， 随 着 所 截取 截面 方位 不 同 ， 
А. 正 应 力 相同 ， 剪 应 力 不 同 В. ENIRIS 
C.， 正 应 力 和 剪 应 力 均 相同 D. ERROIA E] 
(4) 圆 轴 受 扭 时 ， 轴 表面 各 点 处 于 ( о. 
А. 单 向 应 力 状态 司 应 力 状态 
С. 三 向 应 力 ЖЕТЕЛІ. 


(5) TARTANA TI 


А. о, =0 时， 
В. ta=0 Hf, 


С. "Зе 


р. 01202 
(6) 下 列 结论 
Ф 单元 体 中 正 应 








р» 


正确 的 ( Jo 





力 为 最 大 值 的 截面 上 ， 


态 > x pi 
чнае 点 的 说 





法 正确 的 是 ( 


剪 应 力 必 定 为 零 ; 


© 单元 体 中 剪 应 力 为 最 大 值 的 截面 上 ， 正 应 力 必 定 为 零 ; 


© 第 一 强度 理论 认为 最 大 拉 应 力 是 引起 断裂 的 计 








© 第 三 强度 理论 认为 最 大 剪 应 力 是 


А. ФФФ 


в. © 


要 因素 ; 





жн + 
с. 09 


(7) 将 沸水 倒 入 玻璃 杯 中 ， 如 杯子 破裂 ， 问 杯子 


А. 同时 破裂 





В. AREIA 


С. 外 壁 先 裂 





要 因素 。 


D. © 


的 内 外 壁 是 否 同时 破裂 


D. 无 法 判定 


(8) 关于 弹性 体 受 力 后 某 一 方向 的 应 力 与 应 变 关 系 ， 如 下 论述 正确 的 是 ( 
变 不 一 定 有 应 力 


А. 有 应 力 一 


定 有 应 变 ， 有 应 


定 有 应 力 








5. 计算 题 


(1) 求 图 9. 7 所 示 的 单元 体 的 主 应 力 ， 并 在 单元 体 上 标 出 其 作 


В. 有 应 力 不 一 定 有 应 变 ， 有 应 变 不 一 定 有 应 力 
С. 应 力 不 一 定 有 应 变 ， 有 应 变 一 
D. 应 力 一 定 有 应 变 ， 有 应 变 一 定 有 应 力 











面 的 位 置 。 








D A、B 两 点 的 应 力 状 态 如 图 9. 8 所 示 ， 试 求 各 点 的 主 应 力 和 
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最 大 剪 应 力 。 


2 


2. 


Жөн плиз 


80 | 
60МРа А > < - 
Е | 40 
| 80MPa 15 40 
' (单位 :MPa) 


(а) (b) 











图 9.7 图 9.8 


(3) 在 图 9. 9 所 示 单 元 体 中 ,6 二 o, 一 40MPa， 且 a 一 a 面 上 无 应 力 ， 试 求 主 应 力 。 
(4) 对 图 9. 10 所 示 单 元 体 , R: 四 指定 斜 截面 上 的 应 力 ; 四 主 应 力 大 小 ， 并 将 主 平 
面 标 在 单元 体 图 上 。 














Ў, i 300 
2А Ке % хе | (单位 :MPa) 
үй. 9 же 9.10 


(5) 图 9.11 所 示 悬 臂 梁 ， 承 受 载荷 下 二 20kN 作用 ， 试 绘 微 元 A、B 与 C 的 应 力图 ， 
并 确定 主 应 力 的 大 小 及 方位 。 








FF (тт) 
9.11 


(6) 对 图 9.12 中 所 示 的 各 应 力 状态 , 求 出 4 个 常用 的 强度 理论 的 相当 应 力 。 设 
у--0. 25, 


(7) 已 知 两 危险 点 的 应 力 状 态 如 图 9. 13 所 示 , 设 |c| 过 |z| ， 试 写 出 第 三 和 第 四 强度 
理论 的 相当 应 力 。 


(8) 已 知 危险 点 的 应 力 状 态 如 图 9. 14 所 示 ， 测 得 该 点 处 的 应 变 sr =є,=25Х10°°, 
е 15 =140 ТО ЖН ЕН E=210GPa, v= 二 0.28，[oj 二 70MPa。 试 用 第 三 强度 理 
论 校 核 强 度 。 
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150 
= 
20 
3 
(4) 





\ 100 
--- 
(b) 





图 9.12 
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第 加 六 


组 合 变形 




















Сжензжа! 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
组 合 变形 的 概念 掌握 基本 变形 、 组 合 变形 
掌握 лет. 小 变形 、 线 弹性 
Жала АР, 
掌握 ышын. ашы 
Ж 
理解 йй] 
ERER dh HAF 





偏心 受 压 ( 受 拉 ) 构 件 


қан. 危险 点 的 确定 ; 应 力 公式 ; 强度 
理解 心 受 压 ( 受 拉 ) 概 念 





危险 截面 、 危 险 点 的 确定 ; 应 力 公式 ; 强度 
条 件 
































截面 核心 的 概念 X тї © 
INKI & 
Сжанияя! VA ж 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
ПЕТРА жн м лак 
偏心 受 压 ( 受 拉 ) 构 件 的 计算 жн Қызылы. 强度 校 核 、 截 面 设 
截面 核心 了 解 截面 核心 的 确定 
ЕА 
pa FARB 


工程 结构 的 变形 : 单一 或 多 样 


实际 工程 中 大 多 数 的 杆 件 在 荷载 作用 下 ,往往 同时 发 生 两 种 或 两 种 以 上 的 变形 。 例 如 ， 
东方 明珠 塔 (图 10.1)、 烟 身 ( 图 10.2)， 自 重 引 起 轴 向 压缩 变形 ， 风 荷载 引起 弯曲 变形 。 

单 层 工业 厂房 的 牛 腿 柱 (图 10.3)， 偏 心力 引起 轴 向 压缩 和 弯曲 组 合 变形 ; 卷扬机 
的 轴 ( 图 10.4)， 受 绳索 拉力 作用 下 弯曲 和 扭转 组 合 变 形 。 那 么 对 于 这 类 杆 件 ， 如 何 建 


立 其 强度 条 件 和 刚度 条 件 呢 ? 
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工程 力学 


在 前 面 
伸 与 压缩 、 
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Ж 


图 10.3 > 
А 


> 


Ес d Ainan Ji 





| 10.1 组 合 变形 的 概念 


章 里 讨论 了 杆 件 
DU, PHPRS H 


加 





图 10.5 


Ша 





在 发 生 几 种 基 
ПА 种 基本 变形 。 实 际 上 ， 工 程 中 


本 变形 时 的 强度 和 刚度 
大 多 数 的 杆 件 在 荷载 作用 
两 种 或 两 种 以 上 的 变形 ， 这 





Ж. 往往 同时 发 生 
种 情况 称 为 组 合 变 











引起 的 轴 向 压缩 变 
方向 的 水 压力 作 


10. 5(b) 所 示 的 工 】 





受 的 吊车 轮 压 荷载 








5 


如 图 10. 5(a) 所 示 的 水 坝 ， 除 
Ebh. [Н/Е А 


10.2 


问题 ， 即 分 析 
































了 简单 拉 


БИСЕ Я 








用 而 产生 的 弯曲 变形 ; 图 
VRT KARE, A 
和 柱 的 轴线 不 重合 ， 











为 偏心 受 压 ， 即 同 


уу 





生 压 缩 和 弯曲 











在 小 变形 的 前 
算 组 合 变形 的 强度 











ЖЕК. 
问题 。 











ЖЛ 
ШЕЕ 

















加 原理 计 
受 复杂 荷 





Шош 组 合 变形 














载 作 用 而 同时 产生 几 种 变形 时 ， 只 要 将 荷载 进行 适当 地 分 解 ， 使 杆 在 各 分 荷载 的 作用 下 发 























生 基 本 变形 ， 再 分 别 计算 各 基本 变形 所 引起 的 应 力 ， 然 后 将 计算 结果 有 到 加 ， 就 可 得 到 总 的 








应 力 。 实 践 证 明 : 在 线 弹 性 、 小 变形 的 情况 下 ,用 县 加 原理 所 得 到 的 结果 与 实际 情况 是 相 
当 符 合 的 。 秋 加 法 的 主要 步骤 如 下 。 


(1) 
(2) 











将 组 合 变形 按 基 本 变形 的 加 载 条 件 或 相应 内 力 分 量 分 解 为 几 种 基本 变 
根据 各 基本 变形 情况 下 的 内 力 分 布 ， 确 定 可 能 危险 面 ; олы 内 力 分 





量 画 出 应 力 分 布 图 ， 由 此 找 出 可 能 的 危险 点 ; 根据 到 加 原理 ， 得 出 危险 点 应 力 状 态 。 


(3) 











根据 构件 的 材料 选取 强度 理论 ， 由 危险 点 的 应 力 状态 ， 写 出 构件 在 组 合 变形 情况 


下 的 强度 条 件 ， 进 而 进行 强度 计算 。 
本 章 主要 讨论 在 建筑 工程 中 常见 的 两 种 组 合 变形 : 斜 弯曲 和 偏心 受 压 ( 拉 ) 。 








[10.28 = а 
Ж» 


对 于 模 截 面具 有 对 称 轴 的 梁 ， 当 横向 力作 用 在 梁 的 纵向 对 称 面 内 时 ， 梁 变形 后 的 轴线 
仍 位 于 外 力 所 在 的 平面 内 ， 这 种 变形 称 为 平面 变 于 平面 弯曲 变形 的 应 力 和 强度 计算 


问题 ， 前 面 章节 已 讨论 过 。 























如 果 外 力 的 作用 平 面 虽 然 通过 染 负 不 与 梁 的 纵向 对 称 面 重 合 时 ， 梁 变形 后 的 
轴线 就 不 再 位 于 外 力 所 在 前 Ma ере 
现 以 图 10. 6Ca) 所 示 的 矩形 得 ЫШТ 由 的 特点 及 其 强度 计算 问题 
10.2.1 иза) еЗ у 
М 
图 10.6 中 集中 ІСІ! 其 作用 线 通过 截面 形 心 ， 且 与 竖 向 形 心 主轴 
у 的 夹 角 为 a。 如 果 将 卫 沿 截面 两 个 形 心 主轴 y、xz 方 向 分 解 ， 可 以 得 到 

















P,= Pcosa 
P.= Psina 




















ПШ 





©) 
В 10.6 


分 力 P, MP.: 分 别 使 梁 产 生 绕 y 轴 和 < 轴 的 平面 弯曲 。 由 此 可 见 ， 斜 弯曲 可 以 看 作 两 











个 互相 四 

















基 直 的 平面 弯曲 的 组 合 。 继 而 分 别 求 出 平面 弯曲 下 的 正 应 力 ， 作 二 加 可 以 求 得 斜 弯 
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тип= 


曲 下 的 应 力 值 。 
如 图 10. 6 所 示 ， 设 在 距离 自由 端 为 x 处 用 任意 横 截 面 cpcd 将 悬臂 梁 截 开 ， 则 已 引 
的 该 截面 上 的 总 弯 矩 为 





(Е 


М=Р • х 
个 分 力 Р, ЖР. 引起 的 弯 矩 值 分 别 为 
M.=P,* x=P • xcosa=Mcosa 
М,=Р. • х=Р • хѕіпа= Мѕіпа 
ЖӘЙІТ ІН НӘЛЕТ. ТЕЙ Е ЕЛЕС ААВАА yi Mz), M 
М. ЖМ, 引起 的 正 应 力 为 
М. • у 
ом, 一 Т. 
бм, х ГА 


VREE, (EREA H ENJIN K 


0 一 ov. Ком, маб» (10-1) 


ЖАД Ng 
È X pina 











而 


E: 






























асч та) (10-2) 
上 述 公 式 中 的 I. ЖІ, 为 横 截 主轴 > 和 yy ПРЕД: у 和 zi 为 点 坐标 。 在 
АЖ, М, у. = 4 对 值 代入 ， ом, Жом, 的 正 负 号 ， 可 通过 平 
面 弯 曲 的 变形 情况 直接 判断 X 姐 刚 10. 6Cb) 所 未 力 疙 力 取 正 号 ， 压 应 力 取 负 号 ; 而 5 的 


正 负 号 通过 释 加 后 得 出 过 从 
负 %- ж 
10.2.2 斜 弯 曲 的 变形 特点 及 强度 条 件 
L 中 性 轴 位 置 


因为 中 性 轴 上 各 点 的 正 应 力 都 等 于 零 ， 设 在 中 性 轴 上 任 一 点 处 的 坐标 为 yo M хо Ж 
o=0 代入 式 (10 -2)， 有 




















соза sina __ 
1. У шаты 
上 式 为 斜 弯曲 时 的 中 性 轴 方 程式 。 由 上 式 可 见 ， 当 
= у0=0 8. za 二 0， 这 说 明 中 性 轴 是 通过 截面 形 心 的 直线 。 
由 图 10.7 可 见 ， 当 yo 和 zo 均 不 为 零 时 ， 可 以 求 出 
中 性 轴 与 > 轴 的 夹 角 p 的 正切 值 为 
tang— % v | аара 
从 上 式 可 知 ， ҮТТЕ Ж.Ж. 只 
图 10.7 决定 于 荷载 也 与 y 轴 的 夹 角 a 及 截面 的 形状 和 尺寸 。 
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жов ааз 


此 外 通过 о 和 a 两 个 角度 的 数值 对 比 可 见 ， 对 于 圆 形 、 正 方形 和 正 多 边 形 截面 ， 由 于 
了 一 1:， 因 此 p 一 c， 即 中 性 轴 始 终 与 外 力 王 相互 垂直 ， 不 存在 斜 弯曲 情况 。 对 于 一 般 截 
ІШ. LAL, озуға. HARS RARR E. 

2. 危险 点 的 确定 

前 面 已 经 提 到 ， 和 斜 弯曲 可 以 视 为 两 个 方向 平面 弯曲 的 琶 加 ， 而 由 于 中 性 轴 将 截面 分 为 
受 拉 和 受 压 两 个 区 ， 横 截面 上 的 正 应 力 呈 线性 分 布 ， 所 以 距 中 性 轴 越 远 ， 应 力 越 大 。 因 此 
确定 在 了 中 性 轴 位 置 后 ， 距 中 性 轴 最 远 的 点 即 为 危险 点 。 

对 于 工程 上 常用 的 具有 棱角 的 截面 ,在 发 生 斜 弯曲 后 ， 危 险 点 一 定 出 现在 棱角 上 。 
图 10. 6 所 示 的 悬臂 粱 中 ， 固 定 端 截面 的 弯 矩 值 最 大 ， 为 危险 截面 ， 该 截面 上 的 妃 、C 两 点 
为 危险 点 ，B 点 产生 最 大 拉 应 力 ，C 点 产生 最 大 压 应 力 。 


З. 强度 条 件 
若 材料 的 抗 拉 和 抗 压 强度 相等 ， 则 和 斜 弯 Нн 


бых = tw ыз (10-3) 
或 ҳу 
一 Mn。 (р )<Г] (10-4) 


工程 中 根据 这 一 强度 条 件 ， 强度 校 核 、 截 面 设计 和 确定 许可 荷载 。 对 于 不 
同 的 截面 形状 ， 2. Сок s 以 需 假 定 一 个 比值 W/W, : 

和 矩形 截面 W. 27 М 2 一 2; 

工 字形 截面 


MJERI Aoa ж 
110-1 им 10.8 РІ: 9 的 强度 。 已 知 [o] = 10МРа, h= 150mm, 


b=100mm, 
Ж. 此 梁 受 竖 向 荷载 Pl 和 横向 荷载 Po 的 共同 作用 部 分 将 产生 斜 弯 曲 变形 ， 危 险 截面 
为 固定 端 截面 。 对 x 和 y 轴 的 弯 矩 分 别 为 
ооо ea 
M, =P: х1/2=0.8Хх3/2=1.2(КМ • m) 
截面 对 > 和 y 轴 的 抗 弯 截 面 系数 为 


и жез 75X 10°(тап?) 













































































w, =Ë} 150X100 L3, 5X105 (mm’) 
6 6 
由 强度 条 件 
MM_ 15х10, 1.2X10 











om =W. {W375X10 X10™ 25X10 X10™ 
=4 十 4. 8=8. 8СМРа)-<<Го|--10МРа 
所 以 木 梁 的 强度 满足 要 求 。 图 10.8 
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iens 





例 10-2 图 10. 9 тл ЖИН ЖЕ. ЯЗ ЛЕН Б. HREN 4m, ЖЕ 
ІШЕ ЖИЫ а= 1КМ/т, ІШУ a 二 25",， 术 条 材料 的 许可 应 力 (с |--10МРа, 
试 选择 标 条 截面 尺寸 。 

解 : (1) 内 力 计算 。 























a=25°, соза--0.906. sina 一 0. 423 
ЖЕТЕЛ а 的 作用 下 ， 最 大 弯 矩 发 生 在 梁 的 跨 中 截面 
Mu 一 q12/8 王 1X42/8 王 2(kN。m) 





















六 INNim VA 
2. 
4: 
| ғат | 4 
@) Ф ж” 


10.9 


(D ИТАР, НЕЗ 4), BRKE ж 
сь =Mm ( РР )<[o] 


上 式 中 包含 有 W. ЖІЛУ, 两 个 未 知 数 。 НИ 5, RAER, 得 


ppl 
aT axo x Nt We ) 
з <] ўир, 
入 үу, ->2. 054 X10’; mm 


2 тур 
у,-т--Ы />93.66mm 











为 便于 施工 ， 取 截面 尺寸 4 王 100mm， 则 /一 1.5 王 1.5X100mm 一 150mm。 选 用 
100mmX 150mm 的 矩形 截面 。 


| 10. 3 偏心 受 压 ( 受 拉 ) 


当 外 力作 用 线 与 杆 轴线 平行 但 不 重合 时 ， 杆 件 将 产生 压缩 ( 拉 伸 ) 和 弯曲 两 种 基本 变 
形 ， 这 类 问题 称 为 偏心 受 压 ( 受 拉 ) 。 在 土木 工程 中 ， 坚 向 受 力 构件 (柱子 ) 就 属于 这 种 受 力 
情况 。 

根据 偏心 的 位 置 ， 又 可 将 偏心 拉 压 分 为 单 向 偏心 压缩 (偏心 拉 伸 ) 和 双向 偏心 压缩 ( 偏 
心 拉 伸 )。 如 图 10. 10(a) 所 示 ， 当 力 P 作 用 在 矩形 受 压 截面 柱 的 某 一 轴线 上 ， 则 产生 压缩 
( 拉 伸 ) 和 弯曲 变形 ， 称 为 单 向 偏心 受 压 (偏心 受 拉 ); 当 力 P 作 用 在 轴线 外 的 截面 的 任意 点 
上 ， 则 称 为 双向 偏心 压缩 (偏心 拉 伸 )， 如 图 10. 14(a) 所 示 。 

与 斜 弯曲 类 似 ， 偏 心 受 压 ( 受 拉 ) 可 以 看 作 平 面 弯曲 和 轴 向 压缩 ( 拉 伸 ) 变 形 的 组 合 。 
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Шош 组 合 变形 


10.3.1 单 向 偏心 受 压 ( 受 拉 ) 


1. 荷载 的 简化 
对 于 偏心 受 压 的 柱 ， 利 用 力 的 平移 定理 将 偏心 力 P 向 截面 形 心平 移 ， 得 到 一 个 通过 柱 
形 心 的 轴 向 压力 Р 和 一 个 力 偶 矩 冯 = 已 .e， 如 图 10. 10(b) 所 示 。 























2. 内 力 计算 
如 图 10. 10(c) 所 示 ， 利 用 截面 工 一 工 截 取 杆 件 上 部 ， 由 平衡 方程 可 求 得 
N=P 
М.-Р«е 


由 上 述 公 式 可 见 ， J 可 任 取 。 
3. 应力 计算 


根据 码 加 原理 ， 对 于 工 一 工 截面 上 任 一 点 =. 设 其 坐标 为 w 、x ， 则 其 应 
J on 应 由 轴 向 压缩 应 力 cx 和 弯曲 应 力 ом, жесі 


fey 


К (10-5) 




















ра 
(4 
т=Ре Р 
Ре 
1 
1 1 
м. 
N 
7 
ТҮР 
(а) (b) (с) 
Е 10.10 Е 10.11 

















一 般 情 况 下 ， 在 利用 式 (10 -DREM Р. М, yi 都 用 绝对 值 代 人 ， 而 由 弯 
曲 产生 的 正 应 力 的 符号 通过 直观 观察 来 确定 ， 轴 力 产生 的 应 力 符号 则 仍然 以 拉 为 正 、 压 为 
负 。 由 式 (10 - 5) 不 难看 出 ， 最 大 (最 小 ) 正 应 力 将 发 生 在 横 截 面 的 上 、 下 边缘 ， 即 
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бак бес” -2 M 
Ы (10-6) 
z АЁ, M, 
Onin Onn = A үру. 
4. 强度 条 件 
由 前 面 的 推导 可 见 ， онр та ну 力 ， 所 以 其 强度 条 件 为 
а= ВАМ [0+ 1 
(10-7) 
БЕЗІ 


%10-3 图 10.12 所 示 单 层 厂房 柱 ， 柱 顶 有 屋 架 传 来 的 压力 Pl 二 100kN， 牛 腿 上 承 
受 吊 车 梁 传 来 的 压力 Ps 二 50kN; 与 柱 轴线 的 偏 
АМЕ е--0. 2m, 柱 宽 b=200mm, Ж. 

(1) 设 КА. 试 分 别 求 出 下 柱 柱 截面 


| ж, твид 最 大 压 应 力 ; 
SE ' 使 下 柱 柱 截面 不 产生 拉 应 力 ， 则 


1 应 为 多 少 ? 求 出 此 时 柱 截 面 中 的 最 




















解 : С) R oi 和 omo HAT E FERR 


шй ж” 心 简化 , 4 压力 为 


І"-Р;--100--50--150С10М0 
在 柱 牛 腿 下 方 任 取 本 (RELS X 
NA УМ. =P, • е=З@ 10(kN + m) 


， Р.М. 7150х10%, 10Хх10% 
Оке A EA 200300 ` 200X300? 



































6 
=—2. 5+3. 33=0. 83 (MPa) ( 拉 应 力 ) 
Omax Р. М, 2. 5—3. 33=— 5. 83(MPa) (JEMLJI) 
А М. 
(2) 求 使 截面 不 产生 拉 应 力 的 有 及 相应 ci， 应 使 
+ __Р\М, 
бшк == АТУ. <0 
_ 150X10 | 10Х10% 
2008 2001 550 
6 
解 得 Һ2400тт 


4 h=400mm 时 ， 截 面 上 最 大 压 应 力 为 
Р М. _ 150X10 __10X10° 
бшх A W, 200X400 200X400? 
6 
例 10 -4 截面 为 正方 形 的 短 柱 承 受 荷载 也 ， 因 工程 需要 在 柱 中 切 槽 ， 切 槽 后 柱 的 
最 小 截面 积 为 原 面 积 的 一 半 ， 如 图 10. 13 所 示 。 试 问 切 槽 后 ， 柱 内 最 大 压 应力 是 原来 的 几 倍 ? 
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1. 875 一 1. 875 3.75(МРа) 




















ЕС ЖЕРІ 





(а) 


解 : 未 切 槽 时 的 压 应 力 为 





通过 平 衔 分 析 不 难得 知 ， 切 槽 E 偏心 压缩 情况 下 截面 边缘 ( 原 柱 轴线 ) 
的 最 大 压 应 力 为 

















. Ў 


由 此 可 见 ， 面 积 减 小 一 半 的 切 覃 处 其 最 大 压 应 力 为 原来 的 8 倍 。 
10.3.2 双向 偏心 受 压 ( 受 拉 ) 


1. 荷载 的 简化 

如 图 10. 14(a) 所 示 ， 一 等 直 截 面 柱 受 到 偏心 压力 王 的 作用 ， 已 知 外 力 己 的 作用 点 到 > 
轴 的 偏心 距 为 e,， 到 > 轴 的 偏心 距 为 e-， 则 根据 力 的 平移 定理 有 : 

D 将 压力 了 平移 至 > 轴 ， 附 加 力 偶 矩 为 mm- 一 已 "e,。 
(2) 再 将 压力 P 从 z 轴 上 平移 至 与 杆 件 形 心 重 合 ， 则 附加 力 偶 矩 为 mw, 一 P，e-。 

由 图 10. 14(b) 可 见 ， 力 己 在 经 过 两 次 平移 后 ， 得 到 轴 向 压力 己 和 两 个 附加 力 偶 矩 闷 。、 
my， 即 双向 偏心 压缩 实际 上 可 以 看 作 轴 向 压缩 和 两 个 相互 垂直 的 平面 弯曲 的 组 合 。 


2. 内 力 的 计算 
如 图 10. 14(b) ， 由 截面 法 截取 任 一 横 截 面 ABCD， 通 过 静 力 平衡 分 析 可 以 得 到 ， 其 
内 力 均 为 N==P, т.-Ре,. m, =Pe.. 
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10.14 


3. 应 力 计算 
如 图 10.15 所 示 ， 对 横 截 面 ABCD 上 任 Nh, 设 坐 标 为 yy、xz1， 则 利用 县 加 原 


理 ， 先 分 别 求 出 轴 向 压缩 和 两 个 相互 垂直 的 鞭 河 灾 曲 的 应 力 分 量 。 
D УРЕН е 力 为 


Кт анг 点 的 应 力 为 








маны 
8 HAE M, 引起 Н 点 的 应 力 为 
ме 
ом, ыч үр 
图 10. 15 将 (1)、(2)、(3) 释 加 后 得 到 互 点 的 总 应 力 


6 一 av 十 ov. Ком, 
Р ЕМ. * у! ‚М, * zı 
Жо т г 








(10-8) 


за EARP OM. Ора РЕР aias 
的 正 负 号 通过 观察 弯曲 变形 的 情况 来 确定 ， 轴 力 产生 的 应 力 符号 则 仍然 以 拉 为 正 、 压 
为 负 。 
4. 中 性 轴 位 置 
根据 中 性 轴 的 定义 由 式 (10 - 8) 可 得 
Р M*y М, • = 























ШІ 
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Ё уо, хо ДЕВИ ЕЙ ААВ. ТЕЗ УДЗ 


Вр 1+ Зе; ==0 (10-9) 


шнар. ачина, RHE, С, А 


称 为 截面 对 х. у 轴 的 惯性 半径 ， 也 是 截面 的 几何 量 。 则 由 该 方程 得 到 中 性 轴 在 各 坐标 轴 
К ЕУ 


当 z=0 时 ， у =у0= — 





当 уо=0 时， п=25=—2 
дачаеемшик. хання, э гелиши... „вх. ав 


ж, a h ZDR. БИ ӘИЕЛ А АЛЕ р 性 轴 越 远离 形 心 。 式 中 负 号 表 

示 中 性 轴 与 外 力作 用 点 总 是 位 于 形 心 两 侧 。 2 一 部 分 为 压 应 力 
一 部 分 为 拉 应 力 区 。 

由 图 10. 15 可 见 ， э CRo 最 大 正 应 力 ( 拉 应 力 )owx 发 生 


在 A 点 ,其 值 为 ~ 











Ең (10-10) 
%- ы. DaN 
危险 点 А, we 应 力 状态 ， 所 以 双向 偏心 受 压 的 强度 条 件 可 类 似 于 单 向 偏心 
压缩 的 情况 建立 。 
5. 强度 条 件 
о, =p AM Ша 
б М 4 (10-11) 
om A WwW W Slo] 





例 10-5 试 求 图 10.16 所 示 偏 心 受 拉杆 的 最 大 正 应 力 。 
解 : 通过 分 析 不 难看 出 ， 此 杆 切 模 处 的 截面 是 危险 截面 ， 如 图 10. 16(b) 所 示 ， 将 力 Р 
向 切 模 截 面 的 轴线 简化 ,得 





N=P=2kN 
M:=2X10X10 “=20X10 (kN. m) 
M,=2X11.25X10 =22. 5X10 (kN • m) 
N, M., M, 均 在 截面 K 点 处 引起 拉 应 力 ， 故 天 点 为 危险 点 ， 其 应 力 为 
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10.16 





_ 2X10 62010 1X10 10 X10 
20X7. 5 7.5 Х207 ет 
--173. 3(MPa) сі £ 


10. 面 核 心 
% ж 


f pA 
үк жт ове, т, E Бине нин 32, ТЕШЕН 
一 般 要 求 这 类 材料 制 成 的 杆 件 在 偏心 压力 作用 下 ， 尽 量 避 免 在 截面 中 出 现 拉 应 力 ， 以 免 拉 
裂 。 由 前 面 的 推导 可 见 ， 如 果 能 够 人 为 地 将 偏心 压力 的 作用 点 限制 在 截面 形 心 周围 的 一 个 
区 域 ， 则 杆 件 整个 横 截 面 上 就 只 产生 压 应 力 而 不 出 现 拉 应 力 ， 这 个 荷载 作用 的 区 域 就 称 为 
截面 核心 。 


10.4.1 截面 核心 的 























10.4.2 截面 核心 的 确定 








由 式 (10 - 9) 可见， 中 性 轴 在 横 截 面 的 两 个 形 心 主轴 上 的 截 距 у, ә. 随 压 力作 用 点 的 
HEER y а 变化 。 当 压力 作用 点 离 模 截面 形 心 越 近 (偏心 距 越 小 ) 时 ， 中 性 轴 离 横 截 面 形 心 
越 远 ， 当 压力 作用 点 离 横 截 面 形 心 越 远 (偏心 距 越 大 ) 时 ， 中 性 轴 离 横 截 面 形 心 越 近 。 

当中 性 轴 与 横 截 面 周边 相 切 时 ， 横 截面 上 恰好 不 产生 拉 应 力 ， 利 用 式 (10 -9) 可 以 确 

定 出 一 系列 点 ， 这 些 点 的 连 线 即 为 截面 核心 的 边界 线 。 

如 图 10. 17 所 示 ， 考 虑 一 个 任意 形状 的 截面 ， 如 其 截面 的 形 
与 截面 周边 相 切 的 某 一 直线 工 看 做 是 中 性 轴 ， 它 在 y>，= 两 个 形 ， 
ж 和 zi。 根据 这 两 个 值 ， 就 可 确定 与 该 中 性 轴 对 应 的 外 力作 ТІГІ! 心 边 界 )C 的 
坐标 为 
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биза =, Шар 
































式 中 


一 
~ 


=I’ = дА 
按 上 述 方法 求 再 求 出 切线 正 、 正 … 对 应 的 截面 核 
心 边界 上 点 C;:、C;… 的 坐标 。 连 接 这 些 点 就 得 到 的 一 
条 封闭 曲线 ， 即 所 求 截面 核心 的 边界 线 ， 而 该 边界 曲 
线 所 包围 的 面积 ， 即 为 截面 核心 ， 如 图 10.17 中 的 阴 
影 部 分 所 示 。 
例 10-6 试 作 圆 形 截面 的 截面 核心 。 
解 : 
OH o 的 圆 。 作 一 条 与 圆 截 面 周边 相 切 于 A WHR I 
ЖОЛ уу 轴 ， 于 是 ， 该 中 性 轴 在 у, z 两 个 形 心 Е 
у -а/2 


ТА НҚ РЕЗ 





























со 






截面 核心 ; 


М 


ж- 





A 10.18 





由 对 称 性 可 知 ， 贺 
图 10. 18 中 带 阴 影 线 的 区 域 即 为 截面 核心 。 


于 圆 是 中 心 对 称 图 形 ， 截 面 核心 的 边界 对 于 圆 九 


K жш АНИС -12›, 得 与 中 性 轴 工 相对 应 的 


RC 的 开标 为 


ЕС ЖЕРІ 


(10-12) 





10.17 







该 是 极 对 称 的 ， 即 一 个 圆 
18)， 将 其 看 做 是 中 性 轴 ， 并 
上 的 截 距 为 


= 4° /16 


形 的 截面 核心 边界 是 一 个 以 о 为 圆心 、 以 4/8 为 半径 的 圆 ， 


例 10 -7 和 拢 形 截面 的 边 长 分 别 为 和 和 刀 ， 如 图 10. 19 所 示 ， 试 确定 其 截面 核心 。 


Ж. 矩形 截面 对 称 轴 oy 和 ox 也 是 形 心 主 
轴 。 可 以 求 出 该 截面 的 惯性 半径 为 a 

















设 I 为 与 AB 边 重合 的 中 性 轴线 ， 则 图 中 工 对 











y、 之 轴 的 截 距 分 别 为 
У1--509, 


zı=—b/2 
由 式 (10- 12)， 得 到 与 之 对 应 的 1 点 坐标 为 
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( i 

- 一 一 三 一 0 
УС Fi 
кнн ч 
<с, ті 6 














同 理 可 对 与 矩形 的 其 他 边 重 合 的 中 性 轴 工 一 信 进 行 分 析 ， 得 出 图 中 2~4 点 的 坐标 为 





Ус = 一 和， žo ==0 


确定 了 截面 核心 边界 上 的 4 个 点 后 ， 还 要 确定 这 4 个 点 之 间 ， 截 面 核心 边界 的 形状 。 
现 研究 中 性 轴 从 与 一 个 周边 相 切 ， 转 到 与 另 一 个 周边 相 切 时 ， 外 力作 用 点 的 位 置 变化 





























的 情况 。 „ёз 

当 外 力作 用 点 由 1 点 沿 截面 核心 边界 移动 到 2 点 与 外 力作 用 点 对 应 的 一 系 
列 中 性 轴 将 绕 В 点 旋转 ，B 点 是 这 一 Зе 此 , 将 B 点 的 坐标 ys M zg 
代入 式 (10 -9) 中 , 得 














1:-6-,3% Ош: 


在 这 一 方程 中 ， 如 果 将 外 力作 用 点 к e, е. 看 成 变量 ， 则 由 于 其 次 数 为 一 次 ， 
所 以 是 一 个 直线 方程 。 

该 式 表 明 ， 当 中 性 轴 绕 Айбын. ЫИ 直线 移动 。 因 此 ， 连接 1 点 和 2 点 
的 直线 ， 就 是 截面 核心 同 理 ，2 点 BAM 点 之 间 也 分 别 是 直线 。 ТЕГІ 
形 截面 的 截面 核心 ; Аы, ТШ Mi 


本 章 小 结 











本 章 用 笃 加 原理 求解 组 合 变形 构件 的 强度 和 变形 问题 ， 主 要 以 强度 问题 为 主 介绍 了 和 斜 
弯曲 杆 件 和 偏心 受 压 ( 受 拉 ) 杆 件 。 本 章 重 要 内 容 如 下 。 

(1) 释 加 法 求解 组 合 变形 问题 。 根 据 笃 加 原理 ， 可 以 运用 释 加 法 来 处 理 组 合 变形 问题 
的 条 件 是 ，) 线 弹性 材料 ， 加 载 在 弹性 范围 内 ， 即 服从 虎 克 定律 ，@ 小 变形 ， 保 证 内 力 、 
变形 等 与 各 个 外 载 加 载 次 序 无 关 。 

县 加 法 的 主要 步骤 如 下 。 

OD 将 组 合 变 形 按 基本 变形 的 加 载 条 件 或 相应 内 力 分 量 分 解 为 几 种 基本 变 

O 根据 各 基本 变形 情况 下 的 内 力 分 布 ， 确定 可 能 危险 面 ， 根据 危险 面 上 相应 内 力 分 
量 画 出 应 力 分 布 图 ， 由 此 找 出 可 能 的 危险 点 ; 根据 释 加 原理 ,得 出 危险 点 应 力 状 态 。 

© 根据 构件 的 材料 选取 强度 理论 ， 由 危险 点 的 应 力 状态 ， 写 出 构件 在 组 合 变形 情况 
下 的 强度 条 件 ， 进 而 进行 强度 计算 。 

(2) 典型 的 组 合 变形 问题 。 

O 和 斜 弯曲 。 中 性 轴 不 再 与 加 载 轴 垂 直 ， 并 且 乒 度 曲 线 不 

















wN 





























КЫ 





t 


为 加 载 面 内 的 平面 曲线 。 
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#108 组 合 变形 



































斜 弯 曲 强 度 条 件 为 
саны 
@ 单 向 偏心 受 压 ( 受 拉 )。 
单 向 偏心 受 压强 度 条 件 为 
Е Р М.т 1 
Omax A уу.“ O+ 
Omin T - Ее W. М.т) 
单 向 偏心 受 拉 强度 条 件 将 上 式 中 力 P 变 成 拉力 即 可 。 
© 双向 偏心 受 压 ( 受 拉 )。 
双向 偏心 受 压 强度 条 件 为 





Факт -Ё+ү to ни 


Р_М,_ 
ВЕЕ 7 т 
双向 偏心 受 拉 强度 条 件 将 上 式 中 力 P 变 成 5 


(3) 截面 核心 。 将 偏心 压力 的 作用 点 昌 :截面 形 心 周 围 的 一 个 区 域 ， 则 杆 件 整个 横 
截面 上 就 只 产生 压 应 力 而 不 出 现 拉 应 力 、f 议 个 痊 载 作用 的 区 域 就 称 为 截面 核心 。 


Ж, ж 


组 合 сотына Ы ъа, а 与 弯曲 的 组 合 变形 (combined deforma- 
al loads); 偏心 拉 ( 压 )[eccentric tension(compression)]; 7 
(skew bending); 截面 核心 (section соге) 






tion of axial and fl 


习 题 


(1) 图 10. 20 所 示 各 截面 悬臂 梁 将 发 生 什么 变形 ? 


m ане 


(а) (b) (с) 
10.20 
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(2) 当 梁 在 两 个 互相 垂直 对 称 面 内 同时 弯曲 时 ， 如 何 计算 最 大 弯曲 正 应 力 ? 
O 当 杆 件 处 于 拉 ( 压 ) 弯 组 合 变形 时 ， 正 应 力 如 何 分 布 ? 如 何 计算 最 大 正 应 力 ? 
(4) 什么 是 截面 核心 ? 如 何 确定 截面 核心 ? 截面 核心 在 土木 工程 中 有 何 用 途 ? 






































2. 填空 题 

(1) 组 合 变形 是 指 

(2) 偏心 受 力 构 件 的 变形 包含 了 和 两 种 基本 变形 。 

(3) 分 析 组 合 变 形 方法 的 理论 依据 是 ， 它 的 适用 条 件 














Са) 杆 件 在 偏心 受 拉 ( 压 ) 时 横 截 面 上 的 内 力 有 
(5) 斜 弯曲 是 指 è 
(6) 构件 受 偏心 压力 作用 时 ， 外 力作 用 点 离 截面 形 心 越 近 ， 则 中 性 轴 距 形 心 越 
当 外 力作 用 点 位 于 截面 形 心 附近 一 区 域内 时 ， Ы 生 拉 应 力 ， 这 一 区 域 称 
为 。 



































3. 判断 题 
o о. C) 
(2) 对 于 双 对 称 截面 梁 ， AEAF ДЕҢ 向 对 称 平面 内 同时 承受 横向 外 力作 用 ， 
则 其 将 发 生 斜 弯曲 变形 。( ) 
4. 单项 选择 题 


(1) 图 10. 21 тл ой с хақ B 内 的 最 大 拉 应 力 为 


( )。 





Ж і 
ин ХХ R кап ж 64 /2Е p. 1284281 
Е Иш”; Иш”: 


(2) KI 10. 22 айка наше a 的 正方 形 ， 其 横 截面 B 内 的 最 大 拉 应 力 
Ж J 





А 128 p, 2181 с. 12/28 р, 2 28 
а а а а 
2Е 2Е 
h т} 
(киши? == 
81 1 B pal rjal 
图 10.21 图 10.22 


G) 在 图 10.23 RERE AB т. А 端 受 集中 力 P ЙЕЛІ. 已 知 了 在 y 一 < 平面 内 
与 对 称 轴 成 45" 夹 角 ， 则 АВ 梁 危 险 截 面 上 的 最 大 正 应 力 发 生 在 ( ) 。 
А. аң В. ФО, С. сж р. а 
Е. a、d 点 F. b, cÑ 
(4) BI 10. 24 所 示 短 柱 受 压力 P 的 作用 ， 短 柱 的 一 侧 被 挖 去 了 一 部 分 (相应 尺寸 如 图 
示 )， 则 该 短 柱 中 的 最 大 压 应 力 的 大 小 为 ( )。 
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ов ает» 








Р ар ‚ 8P Р 
ды а? За? с За? D; 3a? 
- ТР 
E 3a? 
5. 计算 题 


dA) 试 求 图 10. 25(a)、(b) 中 所 示 的 二 杆 横 截 面 上 最 大 正 应 力 的 比值 。 








(а) (b) 


图 10.24 ж Ё 10. 25 
Pý 


В 10.23 
(2) зни үші 10. 26 ят 力 书 的 作用 线 通过 截面 形 心 。 试 ， 
@ BHP, 5, h, К) ЖЕР НЕЛЫН EA a 的 正 应 力 ; 

© 求 使 点 a 处 为 零 时 的 角度 B 值 3 

СЗ) 桥墩 受 力 如 图 10.27 所 示 ， 试 确定 下 列 载荷 作用 下 图 示 截 面 ABCD 上 A、B 两 点 
的 正 应 力 : 

Ф 在 点 1、2、3 处 均 有 40kN 的 压缩 载荷 ; 

@ 仅 在 1、2 两 点 处 各 承受 40kN 的 压缩 载荷 ; 

© 仅 在 点 1 或 点 3 处 承受 40kN 的 压缩 载荷 。 
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ЖИН Ба, б, 








(4) 25а 普通 热 轧 工 字 钢 制 成 的 立柱 受 力 如 图 10.28 所 示 。 试 求 图 


c, d 四 点 处 的 正 应 力 。 
(5) 如 图 10. 29 所 示 ， 短 柱 受 荷载 P 和 HH 的 作用 , 试 求 固定 端 截 面 上 A、B、C 及 D 


的 正 应 力 ， 并 确定 其 中 性 轴 的 位 置 。 








100kN 


600 









10. 28 Ж 
(6) 试 确定 图 10.30 所 示 各 截面 图 形 的 ХЫ 






. 
ШАТ 









(а) (b) 
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静 定 结构 的 内 力 和 位 移 









































EFRA EA) 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
前 定 结构 的 概念 理解 静 定 结构 的 确定 方法 和 主要 类 型 
ЕДЕ ЕКСА 
жати | жаткан 
RARAJ 
Қ 求解 的 结 点 法 和 截面 法 
了 解 5 内 力求 解 和 合理 拱 轴线 的 确定 方法 
入 物 变形 与 位 移 的 概念 、 位 移 计算 的 目的 
结构 的 变形 与 位 移 йн. у асы 位 移 计 算 的 目的 以 及 
平面 村 条 结构 的 庶 功 方 各 
结 算 的 一 般 公式 
жне 








结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 方法 





ж. 








- 
КҮТТҮ 


























Жж 静 定 结构 的 基本 特性 
5 D 
СженЕЖА) 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
жа ЛЯ 掌握 静 定 结构 强度 校 核 
合理 拱 轴线 的 确定 了 解 桥梁 工程 拱桥 设计 中 轴线 的 选择 与 确定 
静 定 结构 位 移 计 算 掌握 静 定 结构 刚度 校 核 
т 导入 案例 
赵 州 桥 


赵 州 桥 又 名 安 济 桥 ， 建 于 隋 大 业 ( 公 元 605 一 618) 年 间 ， 是 著名 匠 师 李 春 建造 的 
(图 11.1)。 桥 长 64. 40m， 跨 径 37.02m， 是 当今 世界 上 跨 径 最 大 、 建 造 最 早 的 单 孔 敞 
户型 石 拱 桥 。 因 桥 两 端 记 部 各 有 二 个 小 孔 ， 不 是 实 的 ， 故 称 获 户型， 这 是 世界 造 桥 史 的 


一 个 创造 (没有 小 拱 的 称 为 满 肩 或 实 肩 型 )。 
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赵 州 桥 距 今 已 1400 年 ， 经 历 了 10 次 水 灾 ，8 次 战乱 和 多 次 地 震 ， 特 别 是 1966 
年 邢台 发 生 的 7.6 级 地 震 ， 邢 台 距 这 里 有 40 多 千 米 ， 这 里 也 有 四 点 几 级 地 震 ， 赵 
州 桥 都 没有 被 破坏 ， 著 名 桥梁 专家 茅 以 升 说 ， 先 不 管 桥 的 内 部 结构 ， 仅 就 它 能 够 
存在 1300 多 年 就 说 明了 一 切 。1963 年 的 水 灾 大 水 小 到 桥 拱 的 龙 嘴 处 ， 据 当地 的 
老人 说 ， 站 在 桥 上 都 能 感觉 桥 身 很 大 的 晃动 。 据 记载 ， 赵 州 桥 自 建成 至 今 共 修缮 
Жж. 

在 主 拱 券 的 上 边 两 端 又 各 加 设 了 两 个 小 拱 ， 一 是 可 节省 材料 ， 二 是 减少 桥 身 自重 
(减少 自重 的 15%)， 而且 能 增加 桥 下 河水 的 泄 流 量 。 

1979 年 5 月 ， 由 中 国 科学 院 自然 史 组 等 4 个 单位 组 成 联合 调查 组 ， 对 赵 州 桥 的 桥 基 
进行 了 调查 ， 自 重 为 2800t 的 赵 州 桥 ， 而 它 的 根基 只 是 由 5 层 石 条 砌 成 高 1. 55m 的 桥 
台 ， 直 接 建 在 自然 砂 石上 。 

这 么 浅 的 桥 基 简直 令 人 难以 置信 ， 梁 思 成 先生 1933 қаға, бінен 





冲刷 而 用 的 金刚 墙 ， 而 不 是 承 纳 桥 券 全 部 荷载 的 基础 。 他 中 写 道 :“ 为 要 实测 券 基 ， 






我 们 在 下 发 气 ， 但 在 现在 河床 下 约 
70 8 即 发 现 承 在 券 下 平 置 的 石壁 。 石 
Ж 共 高 1.58m， 每 层 较 上 一 层 稍 出 
к, 下 面 并 无 坚实 的 基础 ， 分 明 只 是 防水 流 
冲刷 而 用 的 金刚 墙 ， 而 非 承 纳 桥 券 全 部 荷载 


的 基础 % 溯 再 下 30--40сп 便 即 见 水 ， 所 以 
除 уйли, 实 无 法 进 达 我 们 据 学 理 
% 大 座 桥 基 的 位 置 。” 

A Ж MAAE A RA ERAR Жә? 
站 定 结构 的 典型 结构 形式 之 一 一 一 拱 结构 相 





| 11.1 静 定 结构 的 概念 














从 力 的 求解 的 角度 定义 ， 静 定 结构 指 的 是 在 外 力 因素 作用 下 全 部 支 座 反 力 和 内 力 都 可 
静 力 平衡 条 件 确定 的 结构 ， 从 几何 组 成 分 析 角 度 定 义 ， 带 定 结 构 指 的 是 几何 不 变 且 无 多 
余 约束 的 结构 。 
静 定 结构 受 力 分 析 的 基本 方法 是 用 截面 法 取 隔 离 体 ， 画 受 力图 ， 对 受 力图 建立 平衡 方 
程 求 反 力 和 内 力 。 求 解 时 ， 应 尽 可 能 做 到 一 个 方程 只 含 一 个 未 知 力 ， 从 而 避免 解 联 立方 
程 。 静 定 结构 在 工程 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 又 是 超 静 定 结构 分 析 的 基础 。 因 此 ， 熟练 掌握 静 
定 结构 的 内 力 计算 方法 ， 了 解 其 力学 性 能 ， 对 于 结构 设计 或 者 选择 结构 形式 时 的 定性 分 析 
是 极为 重要 的 。 

本 章 主 要 讨论 集中 典型 的 静 定 结构 ( 梁 、 刚 架 、 拱 、 术 架 ) 的 内 力 。 
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| 11. 2 单 跨 静 定 梁 


静 定 梁 可 分 为 单 跨 静 定 梁 与 多 跨 静 定 梁 。 常 见 的 单 跨 静 定 梁 有 简 支 梁 、 外 伸 梁 和 悬臂 


梁 3 种 ,它们 的 几何 构成 均 可 看 作 梁 与 按 两 刚 片 规则 组 成 的 静 定 结构 。 其 支 座 反 力 均 为 3 
个 ， 可 取 全 梁 为 脱离 体 ， 由 平面 一 般 力 系 的 3 个 平衡 方程 (一 矩 式 、 二 和 矩 式 和 三 矩 式 ) 求 出 。 





单 跨 静 定 梁 的 内 力 通过 截面 法 求解 ， 其 内 力图 的 绘制 方法 包括 前 面 章节 所 述 的 建立 剪 


力 方程 和 弯 矩 方程 绘制 ， 通 过 弯 和 矩 MCz)/ 剪 力 Q(x) 和 分 布 荷载 集 度 4(z) 之 间 微 分 关系 的 


规律 作 图 以 及 县 加 法 。 











ТПМ УН ЖОЛ TF 
- DIRE mik 
254% 02 





























ДЕБ БЕУ Н Ж, 


ER Ду EE ES E ГА 4 


ia 者 每 个 截面 对 应 弯 和 矩 竖 标 的 各 





例 11 -1 试 作 图 11.2(a) 所 示 染 的 弯 算 区 59- 

解 : 11. 20а) МӘЗ МИН KIRIA. 2(b) 、(d) 所 示 两 种 不 同 荷载 分 别 作用 
RA。 图 11. 2(b) 、(d) 所 示 两 种 不 同 荷载 对 应 

тик. 2(f) 所 示 。 








的 棱 矩 图 分 别 如 图 11. 20, E > 
44 


10kN „Аъ жа. 
с Ж 











2m 6m 2m 6m 
(a) (b) 
20 8kN/m 
т í 2m бт 
(с) (4) 
20 
36 4 
(е) O 
11.2 


2. 区 段 登 加 法 
在 梁 上 有 较 多 种 荷载 作用 时 ， 用 上 述 方法 作 弯 矩 图 较为 麻烦 ， 通 常 可 先 求 出 某 些 区 段 
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тип 
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(b) 








11.3 
例 11-2 WER 11. 4a) К жж. Ў 
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两 端 截 面 的 弯 矩 ， 该 区 段 可 视 为 简 支 梁 在 两 支 座 处 作用 着 区 段 端 截面 的 弯 矩 ， 然 后 利用 三 
加 法 ， 将 该 区 段 的 弯 矩 图 绘 出 。 如 当 已 知 АВ 区 段 有 集中 力 P 作用 并 且 两 端 弯 和 矩 分 别 为 
Ma, Ms 时 ， 可 看 作 图 11. 3(a) 所 示 简 支 梁 ， 其 弯 矩 图 可 看 作 图 11.3(b) 与 图 (c) 的 县 加 ， 
即 先 将 两 端 弯 矩 MA 、Me 绘 出 并 连 以 直线 ， 如 图 (d) 中 虚线 所 示 ， 然 后 以 此 虚线 为 基线 秋 
加 上 简 支 梁 在 集中 力 己 作用 下 的 弯 矩 图 。 这 里 弯 矩 图 的 到 加， 是 指 其 纵 坐 标 亚 加 ， 


图 11. 2(d) 中 的 竖 标 如 2 仍 应 沿 竖 向 取 ( 而 不 是 垂直 于 Ma, М, 连 线 的 方向 )。 




















这 样 ， 最 后 


Ел ІІІ 











解 : 首先 由 整体 平衡 条 件 求 出 支 座 反 力 。 
RA=11kN; Ra 一 23kN 
然后 ， 取 图 11. 4(b) 所 示 脱 离 体 ， 求 CRESE. 

н ХМе-о. 有 














4--1Х4-10Х2-Ме-0. 得 Me 一 28kN • т 
同 理 ， 可 求 得 Mo 一 8kN • m( 上 侧 受 拉 )， 将 AC, CD 分 别 视 为 区 
便 可 将 最 后 弯 矩 图 绘 出 ， 如 图 11. 4(c) 所 示 。 


| 11.3 多 跨 静 定 梁 


多 跨 静 定 梁 是 由 几 根 梁 用 铵 相连 ， 并 与 基础 相连 而 组 成 的 静 定 结构 ， 图 11. 5(a) 所 示 
为 一 多 跨 静 定 梁 ， 图 11. 5(b) 为 其 计算 简 图 。 

















pa 
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X Et ЖЛЕ 


























Хх 


1.5 


从 几何 组 成 上 看 ， 多 跨 静 定 梁 可 以 分 为 基本 部 分 和 附属 部 分 。 如 上 述 多 跨 静 定 梁 ， 其 
中 AC 部 分 与 DG 部 分 均 不 依赖 其 他 部 分 可 独立 地 保持 其 几何 不 变性 ， 称 为 基本 部 分 。 而 
CD 以 及 GH 部 分 则 必须 依赖 基本 部 分 才能 维持 其 几何 不 变性 ， 故 称 为 附属 部 分 。 为 更 清 
晰 地 表明 各 部 分 间 的 支承 关系 ， 可 以 把 基本 部 分 画 在 下 层 ， 而 把 附属 部 分 画 在 上 层 ， 如 
图 11.5097. RIEBER. 
从 受 力 分 析 来 看 ， 当 荷载 作用 于 基本 部 分 上 时 ， 将 只 有 基本 部 分 受 力 ， 附 加 部 分 不 受 
力 。 当 荷载 作用 于 附属 部 分 上 时 ， 不 仅 附 属 部 分 受 力 ， 而 且 附 属 部 分 的 支承 反 力 将 反 向 作 
于 基本 部 分 上 ， 因 而 使 基本 部 分 也 受 力 。 由 上 述 关 系 可 知 ， 在 计算 多 跨 静 定 梁 时 ， 应 先 
求解 附属 部 分 的 内 力 和 反 力 ， 然 后 求解 基本 部 分 的 内 力 和 反 力 。 而 每 一 部 分 的 内 力 、 反 力 
计算 与 相应 的 单 跨 梁 计算 完全 相同 。 

例 11-3 试 作 图 11.6(a) 所 示 多 跨 梁 的 内 力图 ， 并 求 出 C 支 座 反 力 。 

解 : 由 几何 组 成 分 析 可 知 ，AB HERR. BCD, DEF 均 为 附属 部 分 ,求解 顺序 为 
先 DEF, 后 BCD, 再 AB。 夯 出 层次 图 如 11.6(b) 所 示 。 

按 顺序 先 求 出 各 区 段 支承 反 力 ， 标 示 于 图 11.6(c) 中 ,然后 按 上 述 方法 逐 段 作出 梁 的 
剪 力 图 和 弯 矩 图 ， 如 图 11. 6(d) 、(e) 所 示 。 
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СЯ 





4kN 








3kN 
(е) M 图 (kNm) 


图 11.6 


ERJ. MAR 11. 6(c) 图 中 直接 得 到 ， 另 一 种 求 С 支 座 反 力 的 方法 ， 可 取 接 点 





С ЭЙ ИЖ. ШШ 11.500. HEY=0, 可 得 
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Кс=5. 5 十 3 一 8. 5(kN) 


第 11 章 。 静 定 结构 的 内 力 和 位 移 


| 1.4 静 定 平面 刚 架 


11.4.1 概述 

















刚 架 是 由 直 杆 组 成 的 具有 刚 接 点 的 结构 。 各 杆 轴线 和 外 力作 用 线 在 同一 平面 内 的 刚 架 
称 平面 刚 架 。 刚 架 整体 性 好 ， 内 力 较 均匀 ， 杆 件 较 少 ， 内 部 空间 较 大 ， 所 以 在 工程 中 得 到 
广泛 应 用 。 
静 定 平面 刚 架 常见 的 形式 有 悬臂 刚 架 、 简 支 刚 架 及 三 铵 刚 架 等 ， 分 别 如 图 11.7、 
图 11.8 和 图 11. 9 所 示 。 









































К 


11.4.2 RPE FRIA WIM 
жаилы 作 由 梁 式 杆 1 性 接点 连接 而 成 。 因 此 ， 刚 架 的 内 力 计 


ж еи Позна, 但 7 ерл BRASA. ІЛЕМІН R 
SEMKA HAM. HAAA TE M AES AAH] 2... 
ЛИЕПАЕ АИА ЕВИ ТЕ. 0452. MRR, ЖЕРІ ИШИ АЕ ЛЕ, Л. ҰЙЫМ Ы 
设 一 侧 受 拉 为 正 ， 根 据 计 算 结 果 来 确定 受 拉 的 一 侧 ， 弯 和 矩 图 绘 在 杆 件 受 拉 边 而 不 注 正 、 
负 号 。 

静 定 刚 架 计算 时 ， 一 般 先 求 出 支 座 反 力 ， 然 后 求 各 控制 截面 的 内 力 ， 再 将 各 杆 内 力 面 
竖 标 、 连 线 即 得 最 后 内 力图 。 

莽 辟 式 刚 架 可 先 不 求 支 座 反 力 ， 从 悬臂 端 开始 依次 截取 至 控制 截面 的 杆 段 为 脱离 体 ， 
求 控制 截面 内 力 。 

简 支 式 刚 架 可 由 整体 平衡 条 件 求 出 支 座 反 力 ， 从 支 座 开始 依次 截取 至 控制 截面 的 杆 段 
为 脱离 体 ， 求 控制 截面 内 力 。 

МЕН 4 个 未 知 支 座 反 力 ， 由 整体 平衡 条 件 可 求 出 两 个 紧 向 反 力 ， 再 取 半 跨 风 
架 ， 对 中 间 铵 接点 处 列 出 弯 矩 平衡 方程 ， 即 可 求 出 水 平 支 座 反 力 ， 然 后 求解 各 控制 截面 的 
内 力 。 当 刚 架 系 由 基本 部 分 与 附属 部 分 组 成 时 ， 亦 遵循 先 附 属 部 分 后 基本 部 分 的 计算 
顺序 。 

为 明确 地 表示 刚 架 上 的 不 同 截 面 的 内 力 ， 尤 其 是 区 分 汇 交 于 同一 接点 的 各 杆 截面 的 内 
2, 一 般 在 内 力 符 号 右 下 角 引 用 两 个 角 标 : 第 一 个 表示 内 力 所 属 截面 ， 第 二 个 表示 该 截面 
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所 属 杆 件 的 远 端 。 例 如 ，Mw 表 示 AB 杆 A ЕНЕМЕ. Qa RR АС 杆 C 端 截面 的 剪 
H, 等 等 。 

例 11-4 求 图 11. 10(a) 所 示 悬 臂 刚 架 的 内 力图 。 

解 : 此 刚 架 为 悬臂 刚 架 ， 可 不 必 先 求 支 座 反 力 。 

取 BC 为 脱离 体 ， 如 图 11. 10(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 


УХ=0: Мс-0 











ХҮ-0: Ос--5Х2--10(кМ) 
УОМ,-0: Ме-5Х2Х1-10С Мп) (上 侧 受 拉 ) 














10kN Ою 10kN 
5кМ/т 5КМ/т Мұс 
D 
(с) 
MM 图 (KN:m) QFN) 
(e) (0 
10 20 10 10 
р, | 
20 


(h) () 





Е 11.10 


取 BD 为 脱离 体 ， 如 图 11. 10(c) 所 示 ， 列 平衡 方程 
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па веба 





УХ-0: Qsp=0 
УҮ=0: Qim=10kN 
ХМ,-0: Мь»=10Х2=20(КМ+т) (EMER) 
取 CBD 为 脱离 体 ， 如 图 11. 10(d) 所 示 ， 列 平衡 方程 
EX=0 Ом-0 
ХҮ-0: Nam=—5X2—10=—20(kN) 
УМь=0: Мь=5Х2Х1—10Х2=—10(КМ+ m) ( 左 侧 受 拉 ) 
将 上 述 内 力 绘图 即 可 得 弯 矩 图 、 剪 力图 、 轴 力图 ， 如 图 11. 10(e)、(f)、 
В 结 点 进行 弯 矩 、 前 力 、 轴 力 的 校 核 ， 如 图 11. 10(h)、(iD ， 可 知 弯 矩 、 剪 力 、 轴 力 均 渡 


足 平衡 条 件 。 
例 11-5 试 作 图 11.11(a) 所 示 三 贸 刚 架 的 内 力图 。 Ж» 

















(g) 所 示 。 取 





М: (1) 求 支 座 反 力 。 
根据 整体 平衡 条 件 ， 有 К 
1Х6Х3--10Х4-Ү, е; Үн--7.25ҚМА 


ХМл-о0: SS 
ХҮ-о0: Ж 2. 75kN А 
B 


ХХ-о. Kd 0, Хл=Хь—6 
再 取 СВ 为 脱离 体 ， 如 图 11.1 к. HEMS, 得 


? хо-уоқфа 
A EW s: 
ү? Б 5 5% 4. 83(kN) 
XA4A 一 Xe 一 6 一 4. 83 一 6 一 一 1. 17(kN) 
(2) 求 D、 巨 各 控制 截面 的 内 力 如 下 。 
Mm 二 1X6X3 一 1.17X6==11(kN。m) СЕЈ) 
Qm =—1X6—(—1. 17)=—4. 83(kN) 
Nm 一 一 YA 一 一 2.75kN 
Mx=1kNem (EME) 
Qx =Үл=2. 75kN 
Nx =—1X6+1. 17=—4. 83(kN) 
Mm = ХьХ6=4. 83Х6=29(КМ • т) ( 右 侧 受 拉 ) 
Qm = Хь= 4. 83kN 
М----Үн----7. 25kN 
Мн--Х,Х6-4.83Х6-29СЕМ • т) (EMEF) 
QE =—Ys=—7.25kN 
Na 一 一 Xe 一 一 4 83kN 
根据 以 上 截面 内 力 ， 用 三 加 法 即 可 绘 出 刚 架 的 弯 矩 图 、 剪 力图 、 轴 力图 ， 分 别 如 
图 11.11(b)、 图 11.11(c)、 图 11.11(d) 所 示 。 
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11.5.1 概述 


拱 是 杆 轴 为 曲线 且 在 竖 向 荷载 下 会 产生 水 平 推力 的 结 2. 拱 结构 是 应 用 
比较 广泛 的 结构 形式 之 一 ， 特 别 是 大 跨 结 构 。 常 见 的 拱 有 三 贸 拱 、 二 匀 拱 和 无 贸 拱 ， 分别 
如 图 11.12(a) 、(b) 和 (c) 所 示 。 三 铵 拱 是 静 定 的 ， ry 




















(а) 


(b) 


11.12 


F 杆 轴线 的 曲直 ， 更 重要 的 是 拱 在 竖 向 荷载 作 


(с) 


拱 与 梁 的 区 别 不 仅 在 于 下 其 支 座 会 产生 
水 平反 力 (又 称 推力 ) 。 由 于 推力 的 存在 ， 拱 的 各 个 截面 所 受 的 弯 矩 比 跨度 、 荷 载 相同 的 梁 
各 截面 的 弯 矩 小 得 多 ， 而 以 承受 轴 向 压力 为 主 。 拱 的 主要 优点 就 是 能 充分 发 挥 材料 的 作 
186 
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1， 特 别 是 可 利用 抗 压 性 能 好 而 抗 拉 性 能 差 的 砖 、 石 等 材料 建造 拱桥 、 拱 形 屋面 等 。 河 北 
4 赵 州 桥 就 是 石 拱桥 的 一 个 典型 例子 。 建 筑 上 也 常用 砖 拱 代替 门窗 过 梁 。 
在 竖 向 荷载 下 是 否 产生 推力 是 区 别 梁 与 拱 的 主要 标志 。 如 图 11. 13(a) 所 示 的 结构 ， 虽 
然 其 杆 轴 是 曲线 形 的 ， 但 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 支 座 并 不 产生 水 平反 力 ， 所 以 它 不 是 拱 式 结 
构 ， 而 是 梁 式 结构 ,通常 称 为 曲 梁 。 图 11. 13(b) 所 示 的 结构 ， 在 拱 的 两 支 座 间 设置 了 拉 
杆 ， 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 拉 杆 将 产生 拉力 ， 代 蔡 支 座 承 受 的 水 平 推力 ， 这 种 形式 称 为 带 拉 
杆 的 拱 。 由 于 拉杆 的 存在 可 消除 推力 对 支承 结构 的 影响 。 拱 结构 与 梁 的 区 别 是 拱 在 竖 向 荷 
载 作 用 下 产生 水 平反 力 ， 水 平反 力 又 称 为 推力 ， 故 拱 又 称 为 推力 结构 。 用 于 屋 盖 承 重 系统 
时 ， 为 减 小 对 墙 体 的 水 平 推力 ， 拱 圈 下 常设 置 拉杆 ， 拉 杆 中 的 拉力 代替 了 支 座 中 的 推力 ， 
支 座 只 产生 竖 向 反 力 ， 这 种 拱 称 为 系 杆 拱 。 
拱 的 各 部 分 名 称 如 图 11. 13(c) 所 示 。 拱 的 两 端 支 座 称 为 拱 趾 ， 两 拱 趾 间 的 水 平 距离 称 
为 拱 的 跨度 ， 拱 轴 上 的 最 高 点 称 为 拱 顶 。 拱 顶 至 两 拱 趾 水 平 连 线 的 竖 向 距离 称 为 拱 高 。 拱 
高 与 跨度 之 比 // 称 为 高 跨 比 ， 是 拱 的 基本 参数 。 






































































































































ЖУ, 13 ә 
11.5.2 Л gy 


P 作用 下 ， 三 铵 拱 的 支 座 反 力 和 内 力 的 计算 方法 ， 并 与 相同 跨度 和 和 荷 
载 情况 的 简 支 梁 受 力 加 以 比较 ， 以 明确 拱 的 受 力 特性 。 


1. 支 反 力 的 计算 


图 11. Мба) тах = Т 4 个 支 座 反 力 Xh*、Y4、Ys、Xs， 由 总 体 平衡 方程 可 求 出 
Yas Ys 以 及 XA 和 Xs 的 关系 ， 男 需 取 半 跨 结构 对 C БОДАН. ИШ] Н Ха 和 Xs。 为 便于 
比较 ,在 图 11. 14(b) 中 画 出 与 三 铵 拱 同 跨 度 、 同 荷载 的 相应 简 支 梁 ， 其 内 力 和 反 力 的 右 
上 角 加 零 以 示 区 别 。 拱 的 支 座 反 力 求解 如 下 。 

由 M4 二 0 和 之 Ms 王 0， 可 求 














Ya =P, b ыры) 





Za 一 二 (Pi 十 Ps) 


与 图 11. 14(b) 比 较 ， 可 知 
Ya =Y; 
Ys =Y} 
即 拱 的 竖 向 支 座 反 力 与 相应 简 支 梁 的 竖 向 支 座 反 力 相同 。 
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УХ-о. Хл-Ха-Х 


59 
УМс=0: Yali—Pidi—Xaf=0 


前 两 项 是 C 点 以 左 所 有 竖 向 外 力 对 C 点 的 力矩 代数 和 ， 等 于 简 支 梁 相 应 截面 С 的 弯 
E D Mè 表示 ， 则 上 式 可 写成 











Me 一 Xaj 一 0 
所 以 ， 三 铵 平 拱 支 座 反 力 的 计算 公式 可 归纳 为 
Үл=ҮА 


X 一 一 “一 XA 一 Xe (1-1 


由 此 可 知 ， 推 力 只 与 荷载 及 3 个 铵 的 位 置 有 关 而 与 拱 轴 形 式 无 关 ， 当 荷载 与 拱 跨 不 变 
时 ,推力 XX 与 拱 高 了 成 反比 。 拱 越 陡 时 X 越 小 ; 反之 ， 拱 越 平坦 时 X 越 大 。 若 /二 0， 则 
X=co， 此 时 3 个 贸 已 在 一 直线 上 ， 成 为 瞬 变 体系 。 

2. 内 力 计算 

反 力求 出 后 ， 用 截面 法 即 可 求 出 拱 轴 上 任 一 截面 处 的 内 力 。 因 拱 常 受 压 ， 故 规定 拱 轴 
力 以 压力 (指向 截面 ) 为 正 。 
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如 求 图 11. 15(а) хх = ЕЩ К 的 内 力 ， 可 取 图 11. 15(c) 所 示 的 脱离 体 。 
由 
УМк=0 
可 得 
Мк=[Үлхк—Р\(хк—а,) ]—Хлук 
由 于 Ys 二 了 总， 可见 式 中方 括 号 内 之 值 即 为 相应 简 支 梁 图 11. 15(b) 截 面 K ЙА Мк, 





WERTH 

Mr 一 MK 一 X。 Ук 

即 拱 内 任 一 截面 的 弯 矩 M ЗЕТІН ЭЕ ЙЕ ЛУ ЖЕШ Н М? 减 去 推力 所 引起 的 弯 矩 
X，yk。 可 见 ， 由 于 推力 的 存在 ， 拱 的 弯 矩 比 同 荷载 同 跨度 粱 的 要 小 。 























拱 轴 截面 的 剪 力 以 使 脱离 体 产 生 顺 时 针 转 动 趋势 为 正 ， 反 之 为 负 。 任 一 截面 K 的 剪 
210 等 于 该 截面 一 侧 所 有 外 力 在 该 截面 方向 上 的 投影 代数 和 ， 由 图 11. 15(c) 可 得 
Ок 一 YaAcosgp 一 Picosyp 一 Xsinp 一 (YA 一 Pi)cosp 一 Xsinp 











=Q" cosp 一 Xsinp 
式 中 ，Q& =Ү = Р, 为 相应 简 支 梁 截 面 К 的 剪 力 ，9 的 符号 在 图 示 坐 标 系 中 左 半 拱 取 正 ， 
右 半 拱 取 负 。 
任 一 截面 天 的 轴 力 等 于 该 截面 一 侧 所 有 外 力 在 该 截面 法 线 方向 上 的 投影 代数 和 , 上 
图 11.15(c) 有 

















Мк =СҮл—Р,)зїпр+ Хсозф 
=Q sing + Хсовф 
综 上 所 述 ， 三 铵 平 拱 在 竖 向 荷载 作用 下 的 内 力 计算 公式 可 写 为 
MK 一 MK 一 X。 Ук 
2... СІІ-%2 
Nr =Q sinp 十 Xcosp 
式 (11-2) 可 知 ,三 铵 拱 的 内 力 值 不 但 与 荷载 及 三 个 匀 的 位 置 有 关 ， 而 且 与 拱 轴线 
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的 形状 有 关 。 
例 11-6 PORRI 11.16 СВЕ О, Е 截面 的 内 力 。 抠 轴 为 抛物 线 ， 其 方程 为 y= 
0—2) p 
q=1kNim 解 : (1) 计算 支 座 反 力 ， 由 式 (11 - 2) 得 
Үлү = 1782012 рұқ) 
Үзүр ІХ? сұқ) 
ХЕМ ха AXA ұу) 
4m | 4m ,4т у 4m (2) 内 力 计算 。 
>. ь 
В 为 计算 D、 已 截面 的 内 力 ， 需 先 求 出 截面 的 
11.16 几何 参数 ， 


ZX 一 4mm % 
у= 0-0) аҳ са 3.00) 


tang g Ча Си 
эу 0. 447 i 
o 0. 894 Ж» 











(16-2Х4)--0.5 





应 简 支 染 D 截面 内 力 Ж K 
Eri- (kN + m) 


由 式 (11- 2) 得 N 


ЕШ 





从 而 得 








ды 
R QatN 


М=М) —Х • yp 一 20 一 6X3 王 2kN。m СЕЈ) 
Ор--Орсовр- Хѕіпр=3 X0. 894--6 X0. 447--0 
Np =Qbsinp + Xcosp=3X0. 447--6 Х0. 894 一 6.7(kN) (С НӘ 


























x=12mm 


y “ға 20) 9 2х6 12)=3. 0(та) 























tang Ча 2л) Ах ав 2х12)=—0.5 


ѕіпф== —0. 447. совр--0. 894 


ЕҢ ФЕН, 0З, MRAN ERAAI A 99 71 ЖИН 71 


Mi=YsX4=5X4=20(kN • т) 
Qi 一 P 一 Ys 一 4 一 5 一 一 1(kN) 
Ож--Үз--5ЕМ 


НҚ (11-348 
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M:=M}—Xy=20—6X3=2(kN • m) 
Ок» = Оф cosp— Xsing=—1 X0. 894—6 (—0. 447)=1. 79(kN) 
Ок =; cosp 一 Xsing 一 一 5X0. 894 一 6X( 一 0.447) 一 一 1.79(kN) 
№ = sinp + Xcosg= —1X (—0. 447)+6X0. 894 一 5. 81 (kN) (JE) 
Мен = sinp HX cosp=—5X (—0. 447) +6 X0. 894=7. 6(kN) JE) 






































11.5.3 = {ГИНЕН 








由 前 所 述 ， 拱 在 荷载 作用 下 ， 各 截面 上 一 般 产 生 3 个 内 力 分 量 ， 即 弯 矩 、 剪 力 和 轴 
力 ， 截 面 处 于 偏心 受 压 状态 ， 其 正 应 力 分 布 不 均匀 。 但 是 如 果 选 取 一 根 适 当 的 拱 轴 线 ， 使 
得 在 给 定 的 荷载 作用 下 ， 拱 上 各 截面 的 弯 矩 都 为 零 ， 即 只 承受 轴 力 。 这 个 时 候 ， 各 截面 都 
处 于 均匀 受 压 的 状态 ， 材 料 能 得 到 充分 的 利用 ， 相 应 的 截面 尺寸 是 最 小 的 。 从 理论 上 说 ， 
设计 成 这 样 的 拱 是 最 经 济 的 ， 故 称 这 样 的 拱 轴 为 合理 拱 轴 。 

合理 拱 轴线 可 根据 各 截面 弯 矩 为 零 的 条 件 来 确定 。 g ЖЕНЕ. SEA h 
线 方程 可 由 下 式 求 得 


由 此 ， 得 жұ 
KF и (11-3) 


A VARENR DENNE 
爷 方 程 ， 然 后 除 以 水 平 推力 X( 党 
念 ， 有 助 于 设计 中 的 合理 选 型 。 





























上 式 表明 ， 在 竖 向 荷载 作用 - NT 

标 成 正比 。 当 荷载 已 知 时 ， у Н АН ЛУ у С Я 

Жо. . ЕЕЕ ср ЕЗ 
7 (а) тл 8 


例 11 -7 ORE 
4 作用 下 кашы 













І 
Ж. 相应 简 支 粱 图 11. 17(b) 的 弯 和 矩 方程 为 
M? 一 于 zx 一 和 一 二 qz( 一 x) 





拱 的 推力 可 由 式 (11 -DRIF 

















хм 8“ qË 
f f 8f 








LARAL-DH 4 
0 А В 
s=% = frla) д 1 
可 见 在 竖 向 均 布 荷载 作用 下 ， 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 47 Я 四 са 
是 抛物 线 。 图 11.17 


由 以 上 的 讨论 可 以 把 三 铵 拱 的 性 能 归纳 如 下 。 

(1) 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 梁 没有 水 平 力 ， 而 拱 则 有 水 平 推力 。 因 此 ， 必 须 有 坚固 的 基 
础 以 承受 此 水 平 推力 ， 故 三 铵 拱 的 基础 比 梁 的 基础 要 大 。 特 别 是 高 跨 比 /// ЖЛ. 水平 
推力 愈 大 ， 则 更 需要 引起 注意 。 当 拱 作 为 屋 盖 结 构 时 ， 为 了 阻止 因 水 平 推力 而 使 两 端 支承 
发 生 推移 ， 往 往 采 用 具有 拉杆 的 三 贸 拱 (或 两 匀 拱 )， 以 减 小 对 墙 (或 柱 和 基础 ) 的 推力 。 
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тип= 








(2) 由 于 水 平 推力 的 存在 ， 从 而 减 小 了 拱 截面 的 弯 矩 ， 故 拱 的 截面 尺寸 要 比 其 对 应 的 
简 支 梁 小 。 就 这 点 而 言 ， 三 铵 拱 比 简 支 梁 较 为 经 济 ， 并 能 跨越 较 大 的 跨度 。 

(3) 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 梁 的 截面 没有 轴 力 ， 而 拱 的 截面 内 轴 力 较 大 。 在 选择 适当 的 
拱 轴 的 条 件 下 ， 拱 的 截面 主要 受 压 ， 因 此 ， 拱 结构 可 以 利用 砖 石 、 混 凝 土 等 抗 压 性 能 较 好 
的 材料 制作 ， 充 分 发 挥 这 些 材 料 的 作用 。 

总 之 ， 由 于 拱 式 结构 不 仅 受 力 性 能 好 ， 而 且 形 式 多 种 多 样 ， 尤 其 适用 于 较 大 跨度 的 建筑 。 
另外 ， 拱 结构 的 形式 有 利于 丰富 建筑 的 形象 ， 因 此 ， 也 是 建筑 师 比较 欢迎 的 一 种 结构 形式 。 


| 11. 6 ветке 



























































1.6.1 概述 


{уйш 梁 的 内 力 沿 
也 是 不 均匀 的 。 而 柏 架 结构 各 杆 
分 发 挥 作用 ， 因 而 术 架 比 梁 能 节省 材 


Кта ЛЕ ЕТ РА аа ара” 
其 轴线 方向 的 分 布 是 不 均匀 的 ， 而 梁 横 截面 上 
主要 承受 轴 力 ， 每 根 杆 上 应 力 分 布 均匀 ， 故 林 料 

















面 析 架 的 计算 简 图 中 ,通常 引用 如 
(1) 各 杆 在 两 端 用 光滑 的 理 ; 


(2) 各 杆 轴 均 为 直线 ， 在 面 内 且 通过 多 心 。 
(3) 所 有 的 力 (包括 3 座 反 力 ) 只 作用 在 结 点 上 ， 并 且 都 位 于 柏 架 的 平面 内 。 


满足 上 述 假定 条 件 的 克 架 称 为 理想 析 妆 宕 这 样 ， 术 架 的 各 杆 将 只 受 轴 力作 用 。 

实际 的 柏 架 并 不 完全 符合 上 述 假定 。 实 际 结构 与 计算 简 图 之 间 存 在 一 些 差 别 ， 如 结 点 
的 刚性 、 杆 轴 不 可 能 准确 地 交 于 一 点 ， 非 结 点 荷载 、 结 构 的 空间 作用 ， 等 等 。 通 常 把 按理 
想 平面 柏 架 算得 的 应 力 称 为 主 应 力 ， 而 把 上 述 一 些 因素 产生 的 附加 应 力 称 为 次 应 力 。 理 论 
计算 和 试验 及 实际 量 测 的 结果 表明 ， 在 一 般 情况 下 次 应 力 的 影响 较 小 ， 可 以 忽略 不 计 。 对 
于 必须 考虑 次 应 力 的 椅 架 可 参考 有 关 文 献 ， 本 节 只 讨论 理想 析 架 的 计算 。 

柏 架 的 杆 件 ， 依 其 所 在 位 置 的 不 同 ， 可 分 为 弦 杆 和 腹 杆 两 类 。 弦 杆 又 分 为 上 弦 杆 和 下 
弦 杆 ， 腹 杆 又 分 为 斜 杆 和 竖 杆 。 弦 杆 上 相 邻 两 结 点 间 的 区 间 称 为 节 间 ， 其 间距 称 为 节 间 长 
度 。 两 支 座 间 的 水 平 距离 ! 称 为 跨度 ， 支 座 连 线 至 桥架 最 高 点 的 距离 h ЖКУ ТЫ. A 
图 11.18 所 示 。 






































柏 架 可 按 其 外 形 或 几何 组 成 方式 进 
行 分 类 。 
根据 桦 架 外 形 ， 可 分 为 平行 弦 检 架 
(图 11. 18) 、 折 线形 术 架 [图 11. 19(a)] 
MEZAK 11.19(b) 和 (c)]。 
ШІ ЛЕЧЕКТЕ: ЕЕ 
РЕ i 0 顶 架 和 联合 杭 架 。 简 单 术 架 是 由 一 个 基 
图 11.18 本 铵 接 三 角形 依次 增加 二 元 体 而 组 成 的 
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ЖӨНГЕ 11. 19(a)、(b)]; 联合 术 架 是 由 几 个 简单 桦 架 按 几 何不 变 体 系 的 组 成 规则 联合 而 
成 的 析 架 [图 11. 19(c)]。 


(а) (b) (с) 





图 11.19 
11.6.2 静 定 平面 柚 架 的 内 力 计算 

1. 结 点 法 

理想 机 架 在 结 点 荷载 作用 下 ， 各 杆 件 将 只 产生 轴 гити ил, 可 以 
截取 桩 架 的 一 部 分 为 脱离 体 ， 由 脱离 体 的 平衡 条 件 所 截断 杆 件 的 内 力 。 若 所 取 脱 离 





体 只 包含 一 个 结 点 ， 取 顶 架 结 点 为 研究 对 象 ， 
面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 计算 杆 件 内 力 ， 这 
内 力 。 一 般 从 两 个 未 知 杆 的 结 点 开始 ， 
截面 法 。 一 般 说 来 ， 静 定 桐 架 各 杆 均 可 以 由 结 点 添 依次 求 出 。 因 为 作用 于 任 一 结 点 
的 各 力 均 组 成 一 平面 汇 交 力 系 ,六 а. 
于 两 个 的 结 点 开始 求解。 对 析 架 ， 在 先 求 出 次 座 反 力 后， 可 按 与 几何 组 成 相反 的 顺 
序 ， 以 最 后 的 结 点 开始 4 计算 未 知 内 莉 竹 件 ， 便 可 全 部 求解 枯 架 内 力 。 在 画 结 点 受 力 
图 时 ， 对 于 方向 已 可 按 实际 方向 画册 六 对 于 方向 未 知 的 力 ， 通 常 先 假设 为 拉力 ， 如 
果 计 算 结 果 是 正 值 ， 表 明 原 假 定 的 指向 是 正确 的 ， 即 杆 的 内 力 为 拉力 ; 如 果 计算 值 为 负 
值 ， 则 表明 实际 指向 与 假设 相反 ， 即 杆 的 内 力 为 压力 。 现 举例 说 明 结 点 的 计算 如 下 。 

例 11 -8 试 求 图 11. 20(a) 所 示 梅 架 各 杆 的 内 力 。 

解 : (1) 求 支 座 反 力 ， 由 整体 平衡 条 件 可 得 

Ya=Ys=15kN ХА=0 

从 受 力 情况 可 知 ， 此 栓 架 为 对 称 枯 架 ， 只 需求 出 对 称 轴 一 侧 杆 件 的 内 力 ， 另 一 侧 杆 件 

的 内 力 即 可 由 对 称 性 求 得 。 







点 上 的 外 力 和 杆 件 内 力 的 平衡 ， 用 平 
你 为 结 点 法 。 结 点 法 适用 于 计算 全 部 杆 件 
进行 。 若 所 取 隔 离 体 不 只 包含 一 个 结 点 就 称 为 




































































(2) 从 A 结 点 开始 ， 依 次 选取 只 有 二 个 未 知 力 的 结 点 ， 列 平衡 方程 求解 ， 求 解 顺 序 为 
А-С-р-Е, 每 个 结 点 作出 其 受 力 脱离 体 ， 分别 如 图 11. 20(b)、(c)、(d)、(e) 所 示 。 
结 点 А. 由 图 11. 20(b) ， 列 方程 求解 内 力 得 No 一 一 25kN 
Жың С. 由 图 11. 20(c) ， 可 得 Nac 二 20kN 
ХХ--0: 一 Ne 十 Ne 一 0 


Ne = № = № =20kN 
ХҮ-0: № —10=0 
№ = 1063 





Жаң Е. 由 图 11. 20(e)， 可 得 
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11.20 


ХХ-0: -Мж--Мн--0 
Nm = М = № = —26. 66kN 
ХҮ-0: №=0 
根据 对 称 性 即 可 绘 出 各 杆 最 后 内 力 ， 如 图 11. 20(f) 所 示 。 


























结 点 О. 由 图 11. 2004), 可 得 
УҮ=0, —No XE+10+Noe XE—0 No 一 8.33kN 
， | 4 4 
ХХ-0: Nog 十 Nopr Хх Nm X 三 =0 








5 
Ме =— 26. 66kN( 压 ) 
在 析 架 中 常 有 些 特殊 形状 的 结 点 ,通常 可 以 直观 地 求解 出 结 点 上 某 些 杆 件 的 内 力 ， 可 
给 计算 带 来 很 大 方便 。 现 列举 如 下 。 
D 只 有 两 根 杆 件 构成 的 结 点 ， 当 结 点 上 无 荷载 作用 时 ， 两 杆 内 力 皆 为 零 ， 如 
图 11. 21(a) 所 示 。 内 力 为 零 的 杆 件 称 为 零 力 杆 。 
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5 








ENE фжюйїйлжч®% 


(2) 三 杆 汇 交 的 结 点 ， 而 其 中 两 杆 共 线 ， 如 图 11. 21(b) 所 示 ， 当 结 点 上 无 荷载 时 ， 第 


























三 杆 必 为 零 杆 ,而 共 线 两 杆 的 内 力 相等 且 性 质 
相同 ( 即 同 为 拉力 或 同 为 压力 )。 2 
上 述 结论 ， 均 可 根据 适当 的 投影 平衡 方程 4 、 : м 
得 出 ， 读 者 可 自行 证 明 。 еден Г, ИЯ 
应 用 上 述 结论 ， 不 难 判断 图 11. 22(a) (b) Шы 
所 示 杭 架 中 ， 虚 线 所 示 各 杆 皆 为 零 杆 ， 其 余 杆 四 Б. 094 
件 内 力 计算 工作 便 大 为 简化 。 图 11.21 





图 11.22 K 
零 力 杆 是 在 某 种 荷载 情况 下 才 出 现 的 。 RO par. ТІП HI JUAR А, 


是 必要 的 ， 不 能 随意 去 掉 ， 判 定 零 杆 ， 十 算 工作 的 简便 





2. 截面 法 

当 只 需要 рми 7 лая кві: чыш. панн 
切 分 为 两 部 分 ， 使 得 所 选 体 包 含 全 部 分 待 求 杆 的 内 力 ， 此 时 脱离 体 中 包含 
PARETIT U ENG несін чунан. 这 样 截取 的 脱离 体 上 的 外 
力 和 内 力 构成 平面 系 ， 可 建立 3 个 。 因 此 ， 若 脱离 体 上 的 未 知 力 不 超 过 3 
个 ， 则 可 以 全 部 求 出 。 为 避免 求解 联 立 方程 ， сло ey 现 
举例 说 明 如 下 。 

例 11-9 如 图 11.23(a) 所 示 平 面 析 架 ，P=40kN，Q=10kN。 求 杆 件 4、5、6 杆 的 
内 力 。 


М. (1) 求 支 座 反 力 。 如 图 11. 23(b) 所 示 ， 由 整体 平衡 条 件 ， 有 
УМ\=0: Ys* 3a+Q*a—P.a=0 
Ys =10kN ^ 
(2) Ж л -т 截面 以 右 段 为 脱离 体 ， 如 图 11.23(b)、(c) 所 示 ， 有 
УМь=0: Үһ*а+О+а—Мв*а=0 


























Ns =20kN 
УМь=0: Yp • 2a+N, • а=0 
№, = — 2063 














Ys +N; • соѕ45°=0 
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N;=14. 14kN 














| 1.7 结构 的 变形 与 位 移 


1. 结构 变形 与 位 移 的 概念 

结构 在 荷载 作用 下 其 形状 将 会 发 生 改 变 ,结构 的 形状 改变 称 为 变形 ， 其 结 点 与 截面 位 
置 将 随 之 发 生 移动 和 转动 ， 这 种 移动 和 转动 称 为 结构 的 位 移 。 图 11. 24(a) 所 示 刚 架 在 荷载 
作用 下 А 点 位 置 移 到 了 A' 点 , 线段 AA' 称 为 A 点 的 线 位 移 ， 记 为 4。 它 可 以 用 水 平 线 位 
Ж Ах 和 竖 向 线 位 Ау 两 个 部 分 量 来 表示 ， 如 图 11. 24(b) 所 示 。 同 时 截面 A 还 转动 了 一 个 
角度 ， 称 为 截面 A 的 角 位 移 ， 用 0 表示 。 线 位 移 是 指 结构 上 某 点 沿 直线 方向 移动 的 距离 
( 竖 向 线 位移 一 般 称 作 挠 度 )， 角 位 移 是 指 结构 上 某 截面 转动 的 角度 (一 般 用 弧度 表示 )。 某 
两 点 间 的 距离 变化 称 为 相对 线 位 移 ， 如 图 11. 24(c) 中 до = Да" t М», 某 两 截面 相对 转 
动 的 角度 ， 加 图 11.24(c) 中 的 Өлв =0л tO o 
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11.24 


结构 位 移 计算 的 目的 


静 定 结构 的 内 力 和 位 移 





(1) 验算 结构 的 刚度 。 即 结构 在 保证 有 足够 强度 的 同时 , ,还 需要 保证 有 足够 的 刚度 ， 


以 防止 结构 因 过 大 的 变形 而 不 能 使 用 。 
(2) 为 超 静 定 结构 的 计算 打下 基础 。 超 静 定 结构 只 
和 内 力 的 ， 尚 需要 补充 建立 必须 的 位 移 条 件 ， 方 9 






部 解答 。 





(3) 为 施工 服务 。 在 结构 的 制作 、 架 设 、 
形 情况 ， 以 便 采取 一 定 的 施工 措施 。 А 

此 外 ， 在 结构 动力 计算 和 稳定 计算 也 需要 计算 结构 的 位 
移 计 算 在 工程 上 是 具有 重要 意义 的 XX、 Хы 

з. 产生 变形 与 位 移 的 原 5» % 

канка 2 位移 外 , ,其 з, ше, 
和 制造 误差 等 ， 也 产生 变形 和 他 。 结 构 也 产 





的 特点 是 温度 改变 与 交 座 移动 时 ， ы 


于 程 中 ， 往 往 需要 预先 知道 结构 的 


方程 是 不 能 全 部 确定 其 反 力 


局 


变 


移 。 可 见 ， 结 构 的 位 





支 座 移动 、 材 料 收缩 
应 的 位 移 ， 但 静 定 结构 


章 所 要 研究 的 是 线性 变形 体系 的 位 移 计 算 。 所 谓 线性 变形 体系 是 指 位 移 与 КЕШЕ 


性 比例 


的 位 移 也 完全 消失 。 由 于 位 移 是 微小 的 ， 因 此 在 结构 内 力 和 反 力 计算 时 ， 可 以 认为 结构 
几何 形 ) 


的 结构 体系 ， 葵 载 对 这 种 体系 的 影响 可 以 又 加 ， 而 当 荷 载 全 部 撤去 后 ， 由 荷载 引 








= с 








和 尺寸 在 发 生变 形 前 后 保持 不 变 。 


| 11. 8 单位 载荷 法 


11.8.1 平面 杆 系 结构 的 虚 功 方程 


结构 位 移 计算 的 一 般 公 式 需 要 由 变形 体 的 虚 功 原理 推导 而 得 出 。 变 形体 的 虚 功 原理 推 


导 过 程 








较为 繁杂 ， 本 节 将 着 重 对 该 原理 的 基本 表达 加 以 解释 和 说 明 ， 以 便于 下 一 步 的 应 





。 虚 
功 
的 ， 这 














功 原理 详细 的 理论 推导 从 略 。 
的 基本 定义 是 : 力 与 沿 力 方向 发 生 位 移 的 乘积 称 为 功 。 如 果 位 移 是 由 于 力 本 身 引 起 
时 力 所 做 的 功 称 为 实 功 ; 如 果 力 与 位 移 是 各 自 独 立 ,， 彼 此 互 不 相关 ， 也 就 是 说 形成 
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ien? 





位 移 的 原因 

















时 力 在 另外 的 荷载 或 者 其 


他 外 在 








变形 体 的 虚 功 
和 (WA )， 等 于 变 
变形 体 的 虚 功 


ИКЕ 





ха 
为 说 明 


原理 可 


- 4) 称 为 变形 体 
变形 体 虚 功 原理 ， 





可 表示 为 


的 虚 功 方程 。 








Wa 二 Wr 








示 的 平面 刚 
刚 架 变形 出 
图 中 虚线 所 示 的 
示 力 状态 在 图 1 

式 (11 
反 力 和 作用 荷载 
Wa 是 指 各 微 段 




















在 力 系 作 上 
线 。 图 11.25( 


T 








下 已 知 该 刚 架 处 了 








11.25( 





1.25(Ь 


平衡 状 
) 为 同一 个 平面 刚 架 
位 移 ， 该 位 移 状态 与 图 
.25(b) 的 位 移 状态 上 所 做 的 功 即 为 虚 功 。 

-4) 中 外 力 虚 功 Wa 表示 如 图 11. 25(a) 所 示 作 用 
) 在 相应 的 位 移 上 [图 
两 侧 截面 上 的 内 力 在 微 段 变形 位 移 卢 


ж 


20. 


a) 的 力 状态 互 不 相干 。 





) 中 虚线 


图 中 未 标 出 由 于 力 系 作 
， 由 于 其 他 外 界 因素 的 影响 ， 刚 架 发 生 刀 


功 的 总 和 。 


并 不 是 力 本 身 ， 而 是 另外 的 荷载 或 其 他 因素 作用 (如 温度 改变 、 支 座 移动 
因素 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 称 为 虚 功 。 

表述 如 下 : 在 任何 虚 位 移 过 程 中 ， 变 形体 上 所 有 外 力 所 作 虚 功 总 
微 段 截面 上 的 内 力 在 其 变形 上 所 作 变 形 虚 功 的 总 和 CW) 。 


)， 此 





(11-4) 


必须 建立 两 个 状态 ， 即 力 状 态 和 位 移 状态 。 如 图 11. 25(a) 所 














因 





此 图 11. 


个 结构 上 的 外 力 (包括 支 座 
作 的 虚 功 总 和 ; 变形 虚 功 





现在 讨论 变形 虚 功 Wx 的 计算 。 
图 11. 25(a) 中 的 微 段 平衡 力 系 在 图 11. 25(b) 所 示 的 变形 上 所 作 的 虚 功 便 是 变形 虚 功 。 


对 
分 别 如 图 11. 26(a)、( 




















晶 解 为 把 它们 等 效 作 / 
构 的 变形 虚 功 为 











Wa = 
将 上 式 代入 变形 体 虚 功 方程 Wi 二 Ws ， 便 可 





在 上 面 的 讨论 中 ， 并 不 涉及 材料 的 物理 性 质 ， 只 要 在 小 变形 范 
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dW = Хаи--Мао--Оау 





Я | 
之 


W=} Í Ndu 


+ [мар+у | Qan 





Wa = | Ndut | мару [оа 














[得 平面 杆 系 结构 的 虚 功 方程 为 


БР. АГ 





产生 的 





25(a) 所 





平面 杆 系 结构 ， 微 段 的 变形 一 般 分 为 轴 向 变形 du， 弯曲 变形 dp， 剪 切 变 形 аур у • ds), 
b) 和 (Cc) 所 示 。 微 段 上 各 力 (上 略 去 了 内 力 增 量 所 作 虚 功 的 高 阶 微量 ) 在 
其 相应 变形 上 所 作 的 变形 虚 功 可 写 为 


为 是 以 微 段 ds 出 发 导出 变形 虚 功 的 ， 所 以 当 微 段 上 作用 有 集中 力 或 集中 力 偶 时 ， 可 以 
于 微 段 左 侧 截面 上 ， 这 样 当 微 段 变形 时 。 这 些 力 并 不 做 功 。 整 个 结 


(11-5) 








Е. ЧЕЙ 


ENE PEHA DIN 








LE 二 


Н В 
pee pe 


(а) (b) (с) 





图 11.26 


性 、 线 性 、 非 线性 的 变形 体系 ， 虚 功 方程 都 是 适用 的 。 变 形体 虚 功 原理 在 具体 应 用 时 要 
有 两 个 状态 ( 力 状态 和 位 移 状 态 )。 当 力 状态 为 实际 状态 、 位 移 状 态 为 虚设 状态 时 ， 变 形 
体 虚 功 原理 称 为 虚 位 移 原理 ， 可 以 利用 它 来 求解 力 状态 中 的 未 知 力 ; 当 位 移 状 态 为 实际 
状态 ， 力 状态 为 虚设 状态 时 ， 变形 体 虚 功 原理 称 为 虚 力 原 可 利用 它 来 求解 位 移 状 态 
中 的 未 知 位 移 。 本 章 要 讨论 的 结构 的 位 移 计算 ， "К К JI ESEME Эу ЖБ К 
据 的 。 






































қ 
11.8.2 结构 位 移 计 算 的 一 般 公式 N 














FZE RED, п]! Жз: 位 移 的 一 般 公 式 。 设 有 如 图 11.27(a) 所 示 结 

构 ， 由 于 某 种 因素 (如 荷载 、 支 te Н. 发生 了 变形 和 位 移 ( 图 中 虚 

线 所 示 )， 这 一 状态 是 结 ti 2272 ERIKS. 实际 状态 下 各 杆 
л), I 


件 内 力 分 别 有 ЛІМ, О, Алла 点 的 水 平 位 移 4。 
为 求 了 点 的 水 ІНІ 的 位 移 的 方向 施加 一 单位 荷载 =1， 


这 一 状态 称 为 虚 力 状态 ， 此 时 A 支 座 产 生 的 反 力 分 别 用 R, R 表示 ， 各 杆 件 内 力 分 别 用 
M, О, М 表示 。 

现 就 图 11. 27(b) 所 示 虚 力 状态 在 图 11. 27(a) 实 际 位 移 状 态 上 所 做 的 虚 功 应 用 变形 体 
虚 功 原理 讨论 如 下 。 








11.27 
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外 力 虚 功 除 单位 荷载 了 二 1 在 其 相应 位 移 上 所 做 的 功 外 ， 还 有 支 座 反 力 Бі, R 在 相 
应 的 支 座位 移 сі. с» 上 所 做 的 功 ， 因 此 
#л=Р*,* A+R; * a +R: ос-іхА--УВ»с 
Ж. XR + 为 虚 力 状 态 中 的 各 支 座 反 力 在 实际 位 移 状态 中 相应 的 支 座位 移 上 所 做 的 总 
虚 功 。 
变形 虚 功 是 虚 力 状态 中 杆 件 内 力 М, О, N 分 别 在 实际 状态 相应 变形 do, du, dy 上 
所 作 的 虚 功 ， 可 表示 为 




















и = | мар | мау | оу 
将 Wu、Ww 代 入 虚 功 方程 (11 -4)， 可 得 
A=5 [мар У | мару f Qay- к-с 01-6) 
上 式 就 是 计算 结构 位 移 的 一 般 公 式 。 这 种 利用 虚 功 原理 求 结 构 位 移 的 方法 称 为 单位 载 
荷 法 。 应 用 这 种 方法 ， 每 次 可 求 出 一 个 截面 的 指定 位 移 。 在 计算 时 ， 虚 设 单位 力 的 指向 可 
任意 假定 ， 只 要 按 上 式 计算 出 来 的 结果 为 正 ， 说 明 实际 的 方向 与 虚设 单位 力 的 方向 相 
同 ， 否 则 相反 。 站 


单位 载荷 法 不 仅 可 用 来 计算 结构 某 点 的 线 而 且 可 用 来 计算 角 位 移 或 相对 线 位 
移 ， 相 对 角 位 移 等 ， 只 要 虚拟 状态 中 的 是 与 所 求 位 移 相 对 应 的 广义 力 即 可 。 
状态 


图 11.28 人 








M=1 


М=1 





жес 


(а) (b) (с) 


11.8.3 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计算 








当 结 构 仅 受 荷载 作用 时 ， 则 计算 位 移 的 一 般 公式 可 写 为 
A= | ма У | Һау | бањ 1-7) 
Ж. M、N、Q 代 表 虚 设 状态 中 由 于 单位 力 所 产 生 的 虚设 内 力 ; бор. dur, фр 是 由 实 















































际 状态 相应 内 力 引 起 的 微 眉 变形 。 对 线 弹 性 结构 ,结合 图 11. 27(a) ， 由 材料 力学 公式 可 知 
СЕЗА арма 
微 段 轴 向 变形 ань Үні: 
微 段 剪 切 变形 dm 一 mdz 一 人 dr 
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式 中 , 巨 为 材料 的 弹性 模 量 ; G 为 材料 的 剪 切 弹性 模 量 ; [和 A 分 别 为 杆 件 截面 的 惯性 矩 
和 面积 ; & 为 剪 应力 不 均匀 分 布 系数 ,矩形 截面 一 1.2， 圆 形 截面 61. 11 等 。 
将 微 段 变形 代入 式 (11-7)， 可 得 


у [ ММ, | ж | а, + f Rear a1-8) 


上 式 即 是 平面 杆 系 结构 在 荷载 作用 下 位 移 计 算 的 一 般 表 达 式 。 式 等 号 右 方 三 项 分 别 表 
示 结 构 的 弯曲 变形 、 轴 向 变形 和 剪 切 变形 对 位 移 的 影响 。 计 算 结果 Ar 若 为 正 值 ， 则 所 求 
位 移 方向 和 虚设 状态 中 单位 力 的 方向 相同 ; 反之 ， 则 方向 相反 。 此 外 ， 此 公式 在 推导 过 程 
中 ,没有 考虑 杆 件 的 曲率 对 变形 的 影响 ， 是 以 直 杆 推导 的 ,但 是 对 于 一 般 的 曲 杆 ， 只 要 曲 
率 不 大 ,仍然 可 以 近似 地 采用 。 

在 具体 计算 中 (11- 8) 比 较 烦 琐 ， 根 据 结构 的 不 同类 型 ， 略 去 次 要 因素 对 位 移 的 影响 ， 
可 以 得 到 位 移 计算 的 实用 公式 。 现 就 几 类 不 同形 式 的 静 定 结构 位 移 计算 分 别 讨论 如 下 。 


1. 析 架 的 位 移 计 算 


理想 析 架 在 结 点 荷载 作用 下 ， 术 架 的 每 一 根 杆 件 йул. RAZEM. F 
一 杆 件 的 轴 力 及 轴 向 刚度 EA 和 杆 长 / 均 为 常数 ， :的 位 移 公 式 可 由 式 (11 - 8) 改写 成 


































уа, (11-9) 


#11-10 RA 11. 29) яс 架 结 点 DHIR Awo KIPRE РУ 8 
值 表示 杆 件 的 截面 积 ， 设 Е-210 2 
解 : 要 求 DD 点 的 竖 向 线 
rae er j) 
І 


成 表格 计算 ， 详 ше: Ў 


К 21. ШІН 11. 29(b) 所 示 ， 用 结 点 法 
EFAJ Ny AN， 根据 入 架 位 移 计 算 公式 (11 - 9)， 列 














а) © 
11.29 
由 此 可 求 得 
Дн = У 05 115(ст) { 
正 号 表示 D 点 坚 向 线 位 移 的 实际 方向 与 单位 荷载 1 的 假设 方向 一 致 ， 即 方向 
向 下 。 























表 11-1 术 架 位 移 计算 表 

杆 件 1/ст A/m? N М» /kN NNel/A/(kN/cm) 
AC 283 20 一 0.707 --70271 707.5 

ВС 283 20 一 0.707 -70.71 707 

Ар 200 10 0.5 50.0 500 

BD 200 10 0.5 50.0 500 

CD 200 10 1.0 0 0 

E2415. 0 




















2.， 梁 与 刚 架 的 位 移 计算 


因此 ， 





计算 位 移 的 


一 般 公 


\ 式 可 简化 为 / 


一 般 情 况 下 ， 梁 和 刚 架 的 位 移 主 要 是 由 弯 矩 引起 的 ， ғу 可 以 


例 11 -11 


试 求 图 11. зо Са) Й K 向 线 位 移 Am。 


ef- ы 


Ap 一 之 (11-10) 


Ж. (1) 首先 列 出 实际 状态 和 虚设 状态 的 内 力 方程 ， 设 坐标 原点 为 C 点 ,xz 以 向 左 为 
正 ， 分 段 列 出 内 力 方 程 如 下 。 
图 11. 30(a) 所 示 的 实际 状态 : 


虚设 状态 : 


CB 段 BA 段 
N=0 N=0 
M=0 М=—х 
Q=0 0-і 


D 将 两 个 状态 内 力 方 程 代入 式 (11 - 6)， 进 行 分 段 积分 。 假 设 截面 形状 为 矩形 ， 


Е--1.2, 
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以 上 讨论 了 梁 和 刚 架 位 移 计算 实用 公式 ， 这 种 直接 由 公式 (11 - 10) 求 解 的 方法 称 为 积 
分 法 。 积 分 法 的 计算 步骤 如 下 。 

(1) 分 别 列 出 实际 状态 和 虚设 状态 下 有 关 的 内 力 方程 。 注 意 坐 标 原点 的 选取 应 使 内 力 
方程 简单 ， 便 于 积分 。 此 外 ， 两 个 状态 中 的 内 力 正 负 号 规定 应 一 致 (一 般 情况 下 可 只 列 弯 
ЖОЖ». 

(2) 将 两 个 状态 下 的 弯 矩 方程 ， 代 入 位 移 计 算 实 用 公式 (11 - 10) 中 进行 积分 。 

(3) 计算 结果 若 为 正 值 ， 则 实际 位 移 方向 与 单位 荷载 的 假设 方向 一 致 ， 若 得 负 值 ， 则 
实际 位 移 的 方向 与 单位 荷载 的 假设 方向 相反 。 


[19а ж ж 


从 上 节 可 知 ， 计 算 梁 和 刚 架 在 荷载 作用 下 的 位 移 时 ， 写 出 М, 和 Ms 的 方程 ， 然 
2... 7 
下 述 条件 时 ， 可 用 图 形 相 乘 的 方法 来 代替 积分 运算 449 得 到 简化 ， 其 条 件 如 下 。 

СТ) 杆 轴 为 直线 。 并 

(2) 杆 件 抗 弯 刚 度 EI 为 常数 。 

G) М, 和 Me 两 个 弯 矩 图 中 至 少 有 由 
P; 二 1( 或 Mi 二 1)， 所 以 ，M 图 总 是 中 喜 线 或 折线 组 成 。 
























经 过 推导 ， 可 以 得 到 图 乘法 


Ше tana р. NX 1 
222 EI we Аса ana EI 


яң DA _ 
КТО OCAT М, PRA. ТГ, EEB 











的 另 一 个 直线 弯 和 矩 图 上 的 竖 标 yc， 再 除 以 EJ， 这 
就 称 为 图 乘法 (图 11. 32). 

如 果 结 构 上 各 杆 均 可 图 乘 ， 则 位 移 计 算 公 
式 (11 -10) 可 写 为 











Дь х|ММь4, Бег? (11-11) 











根据 以 上 推 证 过 程 ， 可 知 在 应 用 图 乘法 时 应 
-一 一 一 一 一 - 注意 下 列 几 点 : 四 杆 件 为 等 截面 直 杆 ( 分 段 截面 相 
| 一 同 也 可 ); ОЕ ус 只 能 取 自 直线 图 形 ; Фо 与 
ус 若 在 杆 件 同 侧 则 乘积 取 正 号 ， 异 侧 则 乘积 取 
11.32 负 号 。 
现 将 常用 的 几 种 简单 图 形 的 面积 及 形 心 位 置 列 入 图 11. 33 中 ， 图 中 所 示 的 抛物 线 为 标 
准 抛物 线 ， 即 通过 抛物 线 顶 点 处 的 切线 应 与 其 基线 平行 。 

当 图 形 的 面积 或 形 心 位 置 不 便 确 定时 ， 可 以 将 它 分 解 为 几 个 简单 的 图 形 ， 将 它们 分 别 
与 另 一 图 形 相 乘 ， 然 后 把 所 得 结果 相 加 。 
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TEE элинин лиш 











98 Ж, 三 次 抛物 线 


11.33 


例如 ， 图 11. 34 所 示 两 个 梯形 相 乘 时 ， 可 将 Me 图 分 解 为 两 个 三 角形 (也 可 分 解 为 一 
个 矩形 及 一 个 三 角形 )， 此 时 Me 一 Me. 十 Ma ， 故 有 


1 




















| 了 wedz L |М,‹мМь, 上 Mm) dz 


























EI EI 
= HMM. dz 十 二 [MMwdz 
-н(%%%») 
其 中 竖 标 ya 和 可 按 下 式 计算 
ж 24 га. Е te 24 ш 11.34 


对 于 图 11. 35(a) 所 示 的 由 弯 和 矩 琶 加 法 所 绘制 的 Me 图 ， 则 可 将 Me 图 分 解 为 在 两 端 弯 
ЖМА. М, 作用 下 的 梯形 图 形 [图 11. 35Cc)] 和 相应 区 段 为 简 支 梁 时 在 均 布 荷载 作用 下 的 
抛物 线 [ 图 11. 35(b)]。 经 过 以 上 的 图 形 分 解 ， 就 能 方便 地 与 另 一 图 形 进行 图 乘 。 此 外 ， 
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在 应 用 图 乘法 中 ， 当 yc 所 属 的 图 形 不 是 一 段 直线 而 是 由 若干 段 直 线 组 成 的 折线 时 ， 或 当 
各 杆 段 的 截面 不 相等 时 ， 均 应 分 段 图 乘 ， 再 进行 琶 加 。 
例 11-13 试 求 图 11. 36(a) 所 示 简 支 梁 跨 中 截面 C 的 竖 向 线 位 移 Arv。 设 EI 为 常数 。 
Ж. 分 别 绘 出 实际 状态 和 单位 力 状态 的 Me 图 及 M 图 ， 如 图 11.36(b)、(c) 所 示 。 
М» 图 为 标准 二 次 抛物 线 ，M 图 是 由 两 条 对 称 直 线段 组 成 的 折线 图 形 。 根 据 图 乘法 规 
则 ， 需 将 Me 图 从 跨 中 分 解 成 两 个 对 称 的 抛物 线 图 形 ， 然 后 分 别 与 对 应 的 M 图 直线 段 相 














由 对 称 关 系 可 得 
ду = (а) (z) ala) 
5а" 
= 384E7 V? 
ЖЕҢ 





为 正 值 ， анн ъа 即 方向 向 下 。 


4 








Е 11.35 В 11.36 


#11-14 试 求 图 11.37(a) 所 示 伸 辟 梁 C 点 的 角 位 移 9c。 设 ЕТ= 14006 • m’. 

Ж. 分 别 作 出 Ms ВАЯТ М Р. АПР 11.37(b)、(e) 所 示 。M 图 由 两 个 直线 段 组 成 ， 故 
应 分 为 AB、BC 段 分 别 图 乘 。 将 Ms 图 分 解 为 基线 以 上 的 三 角形 和 基线 以 下 的 二 次 抛物 
线 ， 如 图 11. 37(c)、(d) 所 示 ， 分 解 后 Me 图 面积 及 对 应 形 心 坐标 如 下 。 


1 一 让 X40X2 一 40(kKN “т. y=1 


ww 一 十 X40X8 一 160CkN “шә, »=® 


TEE элинин лиш 














оа 2328= 17008 + т), »-2 
由 图 乘 公式 得 
бс => = o “Бау yz tays) 
1 (40x1—160x2—170. 7x} )=0. 04380308) 
T400 З UO l 


结果 为 正 值 ， 表 明 实际 角 位 移 的 方向 与 假设 单位 力 偶 方 向 一 致 ， 即 沿 顺 时 针 方 向 


转动 。 
q=4kN/m P=20kN 
қ ышанып! з 


86-02 жы “0 





(b) MP 图 (KN.m) 





6 га | 
(4) аще е 
ее 
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8111-15 试 求 图 11. 38(a) 所 示 刚 架 C、D 两 点 间 的 距离 变化 值 。 设 ET 为 常数 。 

Ж. 实际 状态 的 Me 如 图 11. 38(b) 所 示 。 虚 拟 状态 应 在 CD 两 点 沿 其 连 线 方向 加 一 对 
指向 相反 的 单位 力 ，M 图 如 图 11. 38(c) 所 示 。 图 乘 时 需 分 AC、AB、BD3 段 计 算 , 但 其 
H AC, BD йй Мь=0. 故 可 不 必 计 算 。 





voyc_ 1(244, 
w= Erl 


所 得 结果 为 正 ， 表 明 实际 状态 中 C、 两 点 是 相互 靠拢 的 。 


аһ! 
12ЕІ 











Ы) (> 一) 








ғр 
29? 84! 





(b) MP 图 








h h 


ы 





ЖУ 
11. 10 ш ш 


ЖЕН 是 工程 中 党 ре ена ШЕ 
基础 。 te 
си А 在 几何 构造 方面 ， 静 定 结构 没有 多 余 


联系 ， 而 超 静 定 结构 多 余 联系 。 在 静 力 平衡 方面 ， 静 定 结构 的 全 部 反 力 和 内 力 仅 由 平衡 
条 件 就 可 求 出 ， 在 任何 给 定 的 荷载 下 ， 满 足 平衡 条 件 的 反 力 和 内 力 解 答 只 有 一 种 ， 而 且 是 
有 限 的 数值 ， 这 是 静 定 结构 解答 的 唯一 性 。 

(2) 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 与 结构 所 用 材料 的 性 质 、 截 面 的 大 小 和 形状 都 没有 

(3) 在 静 定 结构 中 ， 除 荷载 外 ， 其 他 原因 如 温度 改变 、 支 座位 移 、 材 料 收缩 、 制 造 误 
差 等 均 不 引起 结构 的 反 力 和 内 力 。 

如 图 11. 39(a) 所 示 甚 辟 梁 ， 若 其 上 、 下 侧 温 度 分 别 升 高 4 A t GADS), WEET 
生 所 图 中 虚线 所 示 的 变形 。 由 于 没有 外 加 荷载 ， 由 平衡 条 件 可 知 ， 梁 的 反 力 和 内 力 均 为 
零 。 又 如 图 11. 39(b) 所 示 简 支 梁 ， 当 支 座 В 发 生 沉 陷 时 ， 梁 随 之 产生 位 移 ， 如 图 中 虚线 
所 示 ， 同 样 ， 梁 不 产生 任何 反 力 和 内 力 。 






































(а) (b) 


图 11.39 


第 11 童 。 静 定 结构 的 内 力 和 位 移 


(4) 如 果 一 组 平衡 力 系 作用 于 静 定 结构 的 某 一 几 
何不 变 的 部 分 ， 则 只 有 此 部 分 产生 内 力 ， 其 余 各 部 
分 不 会 产生 内 力 。 如 图 11. 40 所 示 ， 一 对 平衡 力 系 作 
在 桥架 的 CDEF 几何 不 变 部 分 ， 则 其 余部 分 的 反 
力 和 内 力 都 为 零 。 

可 分 别 由 力 系 平衡 条 件 光 X= 二 0，> Ms =0, 


XM, =0 í$ 















































Xa =Y, =Y;=0 Е 11.40 
由 结 点 平衡 的 特殊 情况 ， 可 知 除 CDEF 部 分 外 ， 其 他 各 杆 的 轴 力 都 为 零 。 
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本 章 小 结 


本 童 讲述 静 定 结构 的 内 力 和 位 移 求 解 方法 。 在 更 КӨЛІГІ FENNE T Р 
EER AVRE ТЕ P ERR MEER, Мн, HRH 
БЕРЕ ШЕРЛЕШИЯРАРЗЕЕ о рд E REA PREA 
ЖАЙКАЛАТ ГЇ, FRAIR АЙЕ ЖИЙ, = ЕЙ ЛК ИН 
拱 轴 线 的 确定 方法 。 在 静 定 结构 的 位 ， 首 先 阐述 了 结构 变形 与 位 移 的 概念 、 结 构 
















位 移 计算 的 目的 以 及 产生 变形 与 位 移 欧 天 因 ， 然 后 对 虞 滑 卢 泛 的 图 乘法 作 了 讲述 ， 最 后 对 
静 定 结构 的 基本 特性 作 总 结 、 术 剧 重 要 内 容 如 下 

Мше - 功 方程 ， 导 出 杆 系 结构 在 荷载 作用 下 位 移 计 算 的 一 
般 表 达 式 No Ж 


Ав = У) | MM; а: + У | NNe dy +È | "99:4, 








在 具体 计算 中 ， 根 据 结 构 的 不 同类 型 ， 略 去 次 要 因素 对 位 移 的 影响 ， 可 以 得 到 位 移 计 
算 的 实用 公式 ， 分 别 如 下 。 
OD 术 架 的 位 移 计算 














© 梁 与 刚 架 的 位 移 计算 














(2) 应 用 图 乘法 的 前 提 条 件 为 : 杆 轴 为 直线 ; ONERE ET 为 常数 ，@M; 和 
M 两 个 弯 矩 图 中 至 少 有 一 个 是 直线 图 形 。 
结构 上 各 杆 均 可 图 乘 ， 对 应 位 移 计 算 公 式 为 


љ= Х| 











М.М» Ж у 0° Ус 
кр CA 








тепе 


关键 术语 


静 定 结构 (statically determinate structures); 单 跨 梁 (single - span beam); 多 跨 梁 
(multi- span Беат); 平面 刚 架 (planar rigid frame); 平面 析 架 (planar truss); 拱 (arch); 
内 力 计算 (computation of internal force); 内 力图 绘制 (plot of internal force); 变形 (de- 
formation); 位 移 (displacement); 平面 杆 系 结构 (planar linkage structure); 虚 功 方程 (e- 
quation of virtual work); 位 移 计 算 (displacement computation); 单位 载荷 法 (unit load 
method); 图 乘法 (diagrammatic multiplication method); 基本 特性 (fundamental charac- 
teristics) 


я а „% 
1， 思 考题 өт 


(1) WAERTE. Шо ЕРИМ АРИ Ни — RIE ES E? 
(2) 拱 的 受 力 情况 和 内 力 计算 与 инжи: 
(3) ree тарады хал 为 什么 刚 架 中 内 力 分 
布 要 比 梁 均 气 

(4) Ни кі asni X 

(5) азна на 它 去 掉 ? 

(6) ЛІ 2 

(7) 图 乘法 的 e жады 











2. 填空 是 

Q) 在 图 11.41 所 示 结 构 中 ， 无论 跨度 、 高 度 如 何 变化 ，Mes 永远 等 于 Мь 的 
e ШЖШ, 

(2) 图 11. 42 АРКАСА A FEZ) offe Mu = ‚ Кс= 








11.41 





G) 图 11.43 所 示 结 构 DB 杆 的 剪 力 Qps = . 
(4) 图 11. 44 梁 支 座 B 处 左 侧 截面 的 前 力 Он = 。 已 知 :一 2m。 





ENE PEGADA DINS 


20kN 15kN/m 





图 11.43 Е 11.44 


(5) 图 11. 45 所 示 带 拉杆 拱 中 拉杆 的 轴 力 N= _ o 
(6) 图 11.46 所 示 结 构 中 ，AD Е В ТУРУ Му, Wat. 


Ош = , М = . 
10kN/m % 











(7) 图 11.47 MRH G 2 ҳу 
(8) ЕЕ ji A HF, К® ЗИ Ж. 与 拱 轴 形状 


关 。 f Же 
(9) 图 11.48 HAZET ж АЕ О 8] JI Уд 
ао 图 11. 49 所 示 三 铵 拱 的 水 平 推力 H= 0 








28kN 


15kN 


ше 





ы 
В 
ше” 
ше 


И: 5т 5т 
Е 11.47 В 11.48 图 11.49 
3. 判断 题 


(1) 静 定 结构 的 全 部 内 力 及 反 力 ， 只 根据 平衡 条 件 求 得 ， 且 解答 是 唯一 的 。( › 
(2) 静 定 结构 受 外 界 因素 影响 均 产 生 内 力 ， 内 力 大 小 与 杆 件 截 面 尺 寸 无 关 。( › 
СЗ) 静 定 结构 的 几何 特征 是 几何 不 变 且 无 多 余 约 束 。(  ) 

(4) 图 11. 50 Атка Ме | 二 0。( ) 
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ғ” 


тип 


(5) @ 11.51 所 示 结 构 支 座 A о. Мв-0. Re 二 0。( ) 





图 11.50 В 11. 51 


(6) 荷载 作用 在 静 定 多 跨 梁 的 附属 部 分 时 ， 基 本 部 分 一 般 内 力 不 为 零 。( › 

















( ) 
(8) 图 11.53 所 示 结构 В 支 座 反 力 等 于 P/2( 人 К 269 


Р 
В 
© K 
9 И АИИ АИИ НАА 
图 1. 52 хў В 11.53 


09) —_ көздөй. 水 平 推力 随 矢 高 减 小 而 减 小 。 


4. ӨТЕСЕ % 


(1) 对 于 图 11.54 所 示 的 АВЫ. ЖИЕ: ЭЕ ЕС ). 


(7) 图 11.52 所 示 静 定 结构 ， 在 竖 向 荷载 作用 下 ， аа BC 是 附属 部 分 。 




















A. 可 以 B. 在 一 定 条 件 下 可 以 
C. 不 可 以 D. 在 一 定 条 件 下 不 可 以 
(2) 图 11. 55 所 示 的 两 结构 及 其 受 载 状态 ， 它 们 的 内 力 符合 ( 0. 
А. 弯 和 矩 相同 ， 剪 力 不 同 В. 弯 窍 相同 ， 轴 力 不 同 
С. SESE. HHF D. SEAE. #77 
P P P P 
+ там ЕС. 
EI EI EI EI 
| | h 2E1 EI 
-e 
|+ sf 1 1 1 1 
图 11.54 В 11.55 


G) 图 11. 56 所 示 结 构 Mrc ( 设 下 侧 受 拉 为 正 ) 为 ( Ja 
А; =Pa В. Ра С.. =Рај2 Пр. Pa/2 
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#1 





(4) 在 径 向 均 布 荷载 作用 下 ， 三 铵 拱 的 合理 轴线 为 (  )。 





А. МЛ В. 抛物 线 
С. Ж D. 正弦 曲线 
(5) 图 11.57 所 示 的 检 架 C 杆 的 内 力 是 ( ), 
А. Р В. -Р/2 
С; Ру? D. 0 
(6) 图 11. 58 тах Е 7 的 轴 力 为 ( jo 
А. VZP В. —/2Р 
с. /2Р/2 D. -у2Рр/? 





а а а 


图 11.57 go Ш 11.58 
5 计生 是 БОЗ 
(1) 试 作 图 11. 59 ae 


1 宣 ” 吏 定 结构 的 内 力 和 位 移 








20k | 





2 / 


40кЧ-т 





ЕЕ -- 4m -- 4т = | 2m 4m 4m 2т 


(а) а» 
图 11.59 
(2) 试 作 图 11. 60 所 示 单 跨 静 定 梁 的 M 图 。 








--- 6—24 
(а) (b) 
11.60 


(3) 图 11. 61 所 示 多 跨 静 定 梁 承 受 左 图 和 右 图 的 荷载 时 ( 即 集 

















在 贸 左 侧 和 右 侧 ) 弯 和 矩 图 是 否 相 同 ? 





P 力 或 集中 力 偶 分 别 作 
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) 


(b) 


11.61 


СА) 试 作 图 11. 62 所 示 多 跨 静 度 梁 的 M 图 、Q 图 。 





30kN 30kN 
| 15kN/m 
Фк $ і 4. 
2m| 2m | 2m | 2 2т | 2m |2m 


Хушив ж 


(5) АКАИ ARTE 63 所 示 梁 的 А 








2m ры. 4m -- 42m ~- 6m -"- 
Е 11.63 


(6) 试 作 图 11. 64 所 示 刚 架 的 M 图 、Q 图 和 NN 图。 
20kN/m 


20kN 20kN/m 


40kN 


11.64 
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图 11.65 所 示 刚 架 的 M 图 、Q 图 和 六 图 。 





(7) 试 作 


- 
А BOA -- 
еке 
11.65 


(8) 试 作 图 11. 66 所 示 刚 架 的 M 图 。 


10kN/m 





Jion 


20kN/m 


10kKN/m 10kN/m 


h ye | 





4m 4m 
(с) (d) 
20kN 
Е 
& 
В 
2m 2m 
(e) 
Е 11.66 
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тип= 





(9) 图 11.67 ВАЙ = БЕРМИ ГОУ у= rU), ОКШ K 的 内 
(10) 试 求 图 11. 68 HERRAT ЗЕ А ЧЕШИ K 的 内 力 。 


80kN 























El6m 

图 11.67 图 11.68 
(11) 试用 结 点 法 求 图 11. 69 ЖИЕНІ. 
(12) 试用 结 点 法 求 图 11. 70 所 示 术 架 各 杆 的 轴 力 。 


КООШ 





图 11.6 


9 
(13) 试 判断 图 11. fany y 


入 ka = 


11.70 








(а) (b) 
11.71 


go ӛлі йі (14) 用 截面 法 计算 图 11. 72 ERNER 
оге 杆 件 的 内 力 。 





力 。 


指定 








(15) 用 截面 法 计算 图 11.73 PRHA H 
杆 件 的 内 力 。 





4т 





4m 


和 C 处 的 竖 向 线 位 移 (ET 为 常数 ) 。 


4m*4m 位 移 2 





P 指 定 


(16) 试 求 图 11. 74 所 示 各 结构 中 B 处 的 转角 


(17) 试 求 图 11.75 所 示 结 构 В 点 的 水 平 线 


图 11.72 (18) 图 11. 76 ЕНІН м А-2Х 
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па жаная 


107%, Е=210СРа, P=40kN, D=2m, WR: 
ФС 点 的 竖 向 位 移 ，@ 人 ADC 的 改变 量 。 
(19) 用 图 乘法 求 图 11. 77 所 示 结 构 的 最 大 挠 度 。 
































上 28 ң 


11.73 





М=да? 


Т) 
В 
КИРИ 


4 








| 
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типт 

CD 用 图 乘法 求 图 11. 79 所 示 结 构 中 点 C 的 垂直 方向 的 位 移 Acv 。 

(22) 用 图 乘法 求 图 11. 80 所 示 结 构 中 点 C 的 垂直 方向 的 位 移 Ac, 。 

(23) 用 图 乘法 求 图 11. 81 所 示 结 构 铵 C 的 垂直 方向 的 位 移 Ac 和 水 平方 向 的 位 移 Ac 
以 及 处 截面 的 转角 pgp， 并 勾画 出 变形 曲线 。 



























































ІКМ 
1kN/m 
B c А 
2 Е 
20kN/m БЫ | 4 Г 5 
+ 
В 
4 ЕР 777 22 ? 
2т 2m 3m 4m | бт бт 
图 11.79 В 11.80 图 11.81 


(240 用 图 乘法 求 图 11. 82 т С 左右 两 截面 TET D 两 点 距离 改 
变 ， 并 勾 绘 变 形 曲 线 。 хн 
(25) 用 图 乘法 求 图 11. 83 所 示 结 构 АВ “< 平 位 移 并 勾 绘 变形 曲线 。 

B 





© ~ 


bl 一 





f ж 
11.82 11.83 


(26) 图 11.84 所 示 简 支 刚 架 支 座 B КҮЛ). ЖС 点 水 平 位 移 。 
(27) 图 11. 85 所 示 两 跨 简 支 梁 /二 16m， 支 座 A、B、C 的 沉降 分 别 为 一 40mm，0 一 
100mm, c=80mm, К B 贸 左右 两 侧 截 面 的 相对 角 位 移 Ф 


ан 


Ф 
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Eksa žE) 
知识 模块 掌握 程度 知识 要 点 
起 静 定 结构 的 概念 жа ҒТТІТТІІТТІТТІЗІІІГІ 
Т. 力 法 的 基本 原 
жа ПЕТ 45 
е КӨКТЕ түн hi 单 起 静 定 结构 ( 梁 、 刚 架 、 析 架 和 
起 静 定 结构 内 力求 解 的 力 法 saa |, 
Ti т РТУ 
N 力 计算 方法 
超 静 定 结 构 位 移 的 计算 X 





超 静 定 结构 内 жнын = 
v 


pipii Akik 
E 





РС. 


КЕЛҮҮ 









































ТИЙ Ж 位 移 法 基本 结构 和 基本 未 知 量 
тж ЕТЕТПІТІЕЙЛДІГІДІ 
демі ы 转动 刚度 、 分 配 系数 、 传 递 系数 、 力 矩 分 配 法 
а EARE нанне 
яу гини. жа 基本 特性 
Сжениже! 
技能 要 点 掌握 程度 应 用 方向 
жем тж 起 静 定 结构 强度 校 术 
温度 变化 和 支 座 变 位 在 起 斑 定 | 002, 工业 和 民用 建筑 、 桥 梁 工 程 中 非 珍 载 因素 引起 
结构 中 引起 的 内 力 计算 的 内 力 计算 与 效应 组 合 
起 议定 结构 位 移 计算 тж ханнан 
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工程 力学 


үзле! 
谁 动 了 我 的 睡眠 

某 理 工大 学 多 层 住宅 的 住户 老 李 十 分 郁闷 ， 因 为 暖气 漏水 的 问题 一 直 困扰 着 他 ， 长 
期 未 得 到 解决 。 

该 住宅 的 暖气 设置 采用 图 12. 1 所 示 的 
布置 。 按照 正常 的 施工 工序 ， 应 当 是 在 楼 面 
工程 完成 后 再 进行 暖气 安装 。 但 实际 上 由 于 
土建 施工 延误 ， 直 到 暖气 设施 安装 完成 后 ， 
才 进行 了 楼 面 的 水 泥 砂浆 抹 灰 ， 这 样 ， 暖 气 
ые 了 水 泥 地 面 里 。 

коок. 暖气 使 用 一 段 时 间 后 ， 暖 

Ж. Анадан 
жаа ЫЫЫ 发 现 接 头 处 
А ў, 失去 了 弹性 ， 只 是 更 换 了 已 经 
图 12.1 垫圈 。 维 修 后 不 长 时 间 ， 接 头 处 又 重 






橡胶 垫 


现 了 泄露 现象 。 如 此 反复 多 次 ,暖气 
泄露 问题 成 了 顽疾 ， 始 终 得 不 到 有 效 Е ыры түн 
漏 的 水 ， а у В Ява. 大 了 ， 和 弄 得 老 李 整 晚 都 睡 不 
安生 。 


这 个 问题 属于 安装 构 中 引 r a 十 大 导致 结构 (构件 ) 的 破坏 。 
ы. 
% 
| 12. 1 超 静 定 结构 的 概念 


前 述 各 章 中 研究 的 对 象 主要 是 静 定 结构 ， 静 定 结构 的 主要 标志 就 是 结构 几何 不 变 并 
且 没有 多 余 联系 ， 它 的 支 座 反 力 和 内 力 用 静 力 平衡 条 件 就 可 以 确定 。 但 工程 实际 中 还 有 
另外 一 类 结构 ， 即 超 静 定 结构 ， 它 也 是 几何 不 变 体系 ,但 是 有 多 余 联 系 ， 它 们 的 反 力 
和 内 力 不 能 够 全 部 由 静 力 平衡 条 件 来 确定 ， 例如， 图 12. 2 (a) 所 示 的 梁 ， 利 用 静 力 平 
衡 条 件 可 以 求 出 A 支 座 的 水 平反 力 ， 但 却 求 不 出 竖 向 反 力 及 反 力 和 矩 。 又 如 图 12. 2(b) 
所 示 的 混合 结构 ， 利 用 静 力 平衡 条 件 可 以 求 出 全 部 支 反 力 ， 但 却 不 能 求 出 全 部 杆 件 
内 力 。 






























































(a) (b) 
图 12.2 
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静 定 结构 若 去 掉 其 任何 一 个 联系 ， 即 成 为 几何 可 变 体系 。 也 就 是 说 静 定 结构 的 任何 一 
个 联系 ， 对 维持 其 几何 不 变性 都 是 必要 的 ， 称 之 为 必要 联系 。 而 对 于 超 静 定 结构 ， 若 去 掉 
若干 个 多 余 联 系 后 ,仍然 可 以 是 一 个 几何 不 变 体 系 。 如 图 12. 3(a) 所 示 超 静 定 梁 ， 去 掉 支 
座 刀 的 链 杆 ， 即 为 静 定 悬臂 粱 ， 是 几何 不 变 的 。 图 12. 3(b) 所 示 混 合 结构 去 掉 链 杆 СО. 
仍 为 几何 不 变 体系 。 多 余 联 系 并 不 是 说 这 些 联系 对 结构 的 组 成 不 重要 ， 而 是 相对 于 静 定 结 
构 而 言 这 些 联系 是 多 余 的 。 与 多 余 联 系 相应 的 反 力 称 之 为 多 余 反 力 。 


























图 12. 
由 此 可 知 ， 超 静 定 结构 的 几何 组 成 РСР 


结构 的 特征 是 具有 多 余 未 知 力 。 N _ 
ӘУ а 
| 472 超 静 定 次 数 的 确定 


f А 

ОУУ ЛОО ЛУ ЖОГУ УЛ 

由 超 静 定 次 数 的 定义 可 知 ， 确 定 超 静 定 次 数 的 方法 是 ， 去 掉 超 静 定 结构 的 多 余 联 系 ， 
使 之 变 成 静 定 结构 ， 则 去 掉 多 余 联 系 的 个 数 ， 或 多 余 未 知 力 的 个 数 便 是 超 静 定 结构 的 超 静 
定 次 数 。 现 以 具体 例子 分 析 如 下 。 

(1) 去 掉 支 座 处 的 一 根 链 杆 或 切断 一 根 链 杆 ， 相 当 于 去 掉 一 个 联系 。 

图 12. 3(a) 所 示 连 续 梁 ， 去 掉 支 座 В 处 链 杆 ， 变 成 图 12. 3(b) 所 示 简 支 梁 。 图 12. 3(c) 
所 示 混 合 结构 ， 切 断 链 杆 CD， 变 成 图 12. 3(d) 所 示 静 定 结构 ， 相 当 于 在 刚 片 AB 上 加 一 个 
二 元 体 。 可 见 图 12. 3(a) 所 示 连 续 梁 ， 还 可 以 将 支 座 С 处 链 杆 视 为 多 余 联 系 去 掉 ， 变 成 
图 12.4(a) 所 示 外 伸 梁 。 还 可 以 在 连续 杆 上 加 一 个 贸 ， 变 成 图 12. 4(b) 所 示 多 跨 静 定 梁 。 


\ х Хү Хү 
pa 2. 2 х, 4. 2. T3 
(a) (b) 





A 12.4 


тип= 


显然 ， 超 静 定 结构 去 掉 多 余 联 系 的 方式 不 止 一 种 ， 但 注意 不 能 去 掉 必 要 联系 ， 和 否则 
变 成 几何 可 变 体系 。 如 图 12. 3(a) 所 示 连 续 梁 不 能 去 掉 A 支 座 处 的 水 平 链 杆 ， 因 为 去 掉 
А 支 座 水 平 链 杆 后 ， 将 AC 梁 视 为 刚 片 工 , 大 地 视 为 刚 片 卫 ， 两 刚 片 由 三 根 完全 平行 链 
杆 相 连 ， 如 图 12. 4(c) 所 示 ， 成 为 几何 可 变 体系 ， 而 可 变 体系 不 能 作为 结构 在 工程 中 
使 用 。 
































(2) 去 掉 一 个 匀 支 座 或 单 镁 ， 相 当 
于 去 掉 两 个 联系 。 

图 12. 5(a) 所 示 刚 架 ， 可 去 掉 C 截 
面 的 单 匀 ， 代 之 以 相应 多 余 未 知 力 X 
MX ， 变 成 图 12.5(b) 所 示 两 个 静 定 悬 
臂 刚 架 。 

(3) 在 连续 杆 上 或 者 在 固定 端 上 加 

812.5 у Р ЧК 

图 12. 6(a) 所 示 刚 架 ， 可 在 连续 杆 CD， 固 定 端 支 AN DIME, ZILE 
ЖЕНІЛ X, X, Ху, ZRA 12. 6(b) 所 示 静 定 三 EA 

oe 截面 的 切断 ， 代 之 以 多 余 未 知 力 








Xis X, Хз, ЙУ 12. 6(c) 所 示 两 个 静 定 悬臂 出 架 。 或 者 去 掉 一 个 固定 端 ， 代 之 以 相应 
的 多 余 未 知 力 ， 变 成 图 12. ы. AF RAE 


» 








(а) Тас (b) 





(с) (4) 
12.6 


(4) 切断 连续 杆 或 者 去 掉 一 个 固定 端 相当 于 去 掉 3 个 联系 。 

需要 指出 的 是 ,图 12. 6(a) 所 示 刚 架 相 当 于 一 个 无 铵 封闭 框 。 由 此 可 知 一 个 无 匀 闭 合 
HEA 3 个 多 余 联系 ， 其 超 静 定 次 数 等 于 3。 例如 ,图 12.7(a) 所 示 的 两 跨 两 层 刚 架 , 它 有 4 
个 闭合 框 ， 其 超 静 定 次 数 等 于 12 次 。 这 一 点 由 图 12. 7(b) 所 示 3 个 静 定 悬臂 刚 架 可 以 看 
出 ， 它 们 是 由 切断 4 根 连 续 杆 得 到 的 ， 其 去 掉 多 余 联 系 的 个 数 为 12 个 。 
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图 12.7 


| 亿 .3 为 法 А 
a$ 
12.3.1 олына 


ПА REME ТРЕ РА JAMS 方法 ， 至 于 超 静 定 结构 内 力 和 位 移 的 计算 


2. 个 简单 的 例 竹 来 阐述 力 法 的 基本 原理 。 
图 12. 8(a) 所 示 为 一 次 超 静 定 梁 入 新 将 支 座 В 为 多 余 联 系 ， 解 除 掉 并 代 之 相 


应 的 多 余 未 知 力 Xi ， 得 到 图 12:Seb) 所 示 的 悬臂 鞠 &3 这 种 以 多 余 未 知 力 替 代 超 静 定 结构 多 
АЯЛАН RAPRA ASEA, ARA X, 称 为 力 法 中 的 天 
本 未 知 量 。 N 1 ж 


| 


(а) (с) 


Ап 
x х 
(4) 


图 12.8 

由 于 多 余 未 知 力 X 相当 于 原 梁 支 座 B 处 的 反 力 ， 因 此 ， 基 本 结构 在 多 余 未 知 力 X 

和 均 布 荷 载 g 作用 下 与 原 梁 完全 一 样 ， 其 基本 结构 的 变形 也 应 该 与 原 结构 完全 一 致 。 这 
样 ， 计 算 原 结构 就 可 以 在 它 的 基本 结构 上 进行 。 

首先 应 该 解 出 作用 在 基本 结构 上 的 多 余 未 知 力 X， 然 后 和 静 定 结构 计算 方法 一 样 ; 

其 次 解 出 基本 结构 在 荷载 9 和 多 余 未 知 力 共同 作用 下 的 外 力 和 内 力 。 因 此 ， 计 算 超 静 定 结 
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жт 
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构 的 关键 是 求解 出 多 余 未 知 力 。 


对 比 原 结构 与 基本 结构 情况 可 知 ， 原 结构 在 支 座 B 处 由 于 有 多 余 联 系 不 可 能 有 竖 向 位 
移 ; 而 基本 结构 则 因 去 掉 了 多 余 联系 ， 在 В 点 处 即 可 能 产生 竖 向 位 移 ， 所 以 只 有 当 Xi 的 
数值 与 原 结构 支 座 链 杆 В 实际 发 生 的 反 力 相 等 时 ， 才 能 使 基本 结构 在 荷载 a MERI X, 























共同 作用 下 ，B 点 的 竖 向 位 移 等 于 零 。 即 








А =0 





上 式 称 变形 协调 条 件 ， 由 此 变形 条 件 ， 便 可 确定 多 余 未 知 力 Xi 的 唯一 解 。 

















设 以 Au 和 An 分 别 表示 基本 结构 在 多 余 未 知 力 X 和 均 布 荷载 g 单独 作用 下 B 点 截面 
沿 X 方向 的 位 移 ， 如 图 12. 8(c)、(d) 所 示 ， REAME, A 
Ai 一 Au 十 Anp 王 0 
An, Дъ 5 X 的 指向 一 致 为 正 。 图 12. 8(d) 中 An 与 X 指向 相反 ， 为 负 。 
为 了 使 位 移 条 件 式 А, SAn Дь 二 0 中 显现 出 多 余 1， 令 XX! 三 1 时 B 点 截面 
ІХ 方向 所 产生 的 位 移 为 ди, ША 01. Х,. п 1410 可 写成 
(12-1) 


Ф.Х. Д, х 
%; 


式 中 ，0 和 An 分 别 为 静 定 结构 
法 求 得 。 将 求 得 的 、Air 代 入 式 (12 - 求 ; 





及 均 布 荷载 4 作用 下 的 位 移 ， 可 用 图 乘 
出 Xi 。 求 出 Xi 后 ， 基 本 结构 就 成 为 已 知 


均 布 荷载 vd 和 集中 力 X 情况 的 悬臂 况 余 册 ， 其 反 力 和 内 力 均 可 求 出 。 该 反 力 和 内 力 即 为 
原 超 静 定 梁 的 反 力 和 内 力 。 ”之 
对 于 本 例 图 12. 9(a)、 ж” қа. 
2. V 









(а) м9 


(b) MP 图 























(с) M 
В 12.9 

1/1 2 此 

6102170531) зы 
ПЕТРОВ: а 
Аа 03090 tl yl) вет 

将 求 得 的 Si 、Anp 代 入 式 (12- 1), ФИЯ 
сла. 3 
х= ди 8% 
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结果 为 正 ， 表 明 X 的 指向 与 所 假设 指向 相同 。 求 出 Ж 值 后 ， 基 本 结构 的 反 力 和 内 力 
按 欧 定 结构 求 反 力 和 内 力 的 方法 可 以 完全 确定 。 
综 上 所 述 ， 力 法 的 基本 结构 是 六 定 结构 ， 力 法 的 基本 未 知 量 是 多 人 未 知 力 。 乡 余 示 知 
力 机 变形 协调 条 件 来 确 定 。 
上 述 通 过 只 有 一 个 未 知 力 的 超 静 定 结构 的 计算 ， 对 力 法 的 基本 原理 和 计算 步骤 作 了 说 
明 。 下 面 以 图 12. 10Ca) 所 示 西 次 超 静 定 刚 架 为 例 。 说 明 如 何 根据 变形 协调 条 件 来 建立 多 次 
超 莉 定 结构 的 力 法 方程 。 
将 A 支 座 的 两 根 链 杆 视 为 多 余 联 系 解除 挤 ， 得 到 图 12 10(D) 所 示 基本 结构 。 被 去 掉 
的 支 座 链 本 的 作用 以 多 余力 Х.Х. ЖШ. Xi, Xe 就 是 力 法 的 基本 未 知 量 。 
由 于 原 结构 的 A 点 没有 任何 方向 的 位 移 。 所 以 基本 结构 在 荷载 及 X, Xe 共同 作用 
т, AEX 和 Х. 方向 的 位 移 才 等于零。 即 
Ai: 王 0 
к Ж» 
上 式 便 是 求解 多 余 未 知 力 Xi 、X。 КИЕР % 
ТІЛІНЕН ЖЛ Лилин ыан ЫА 
点 沿 X 、X 方向 的 位 移 的 到 加 。 即 к; 


























































А =01 (12-2) 





2 Рови 


2X: 十 Azp 元 
ТОО er ОЕ 
MIER Е ПУЛ БАН НАЖ ЖОШ. 
ГІШ аыр ,作用 点 A 点 处 沿 Xi 方向 的 位 移 ， 如 
图 12. 10(a) 所 示 ; ONER X =1 单独 作用 在 基本 结构 上 时 ，X 作用 点 沿 Xi 方向 的 位 移 ， 
如 图 12. 10(b) 所 示 ; An 表示 荷载 单独 作用 在 基本 结构 上 时 ，X 作用 点 沿 Xi 方向 的 位 移 ， 
如 图 12. 10(c) 所 示 。6 、62 所 代表 的 含义 定义 的 方法 相同 。 























12. 10 


式 (12- 2) 的 物理 意义 是 : 在 基本 结构 中 ， 在 多 余 未 知 力 X, X 及 已 知 荷载 的 共同 作 

















下 ， 去 掉 多 余 联 系 处 的 位 移 与 原 结构 中 的 相应 位 移 相 等 。 

同 理 ， 对 于 次 超 静 定 结构 ， 它 有 个 多 余 未 知 力 ， 对 应 有 个 已 知 的 位 移 条 件 ， 能 
够 建立 个 方程 ， 可 以 求解 出 个 多 余 未 知 力 。 
这 个 多 余 未 知 力 的 力 法 方程 是 
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тип 






























































ди Ху-Едь„Х»+Е+++++8ьХ;+-+ёд„Х„-ЕД›=АД! 
ёл Х.Х + 0 Хн, Х, БДД; 
НУ (12-3) 
ба Xı +02 Х +. 0, -Ед,Х,-ҒАр--д; 
Òn Xı HOn Xo +. 0,Х, 十 OwnX，, 十 Ap 一 人 ， 
如 果 沿 所 有 多 余力 的 位 移 均等 于 零 时 ， M 2- 3) 为 
Ôn XI 十 fpX? 十 … 十 OrXi 十 uvX, 十 Ap 一 0 
Bo Х.Х, 十 … 十 OoXi д, Х, БД» 0 
206045 КЕТ 








CaX1I 十 SzX2 十 … 十 25Xi… 十 05X ,十 Ap 一 0 
CIXI 十 OoX2z 十 … 十 Xi ығы 21 
式 (12 -4) 称 为 力 法 典型 方程 ， ee 
х, 


D 2 称 为 主 系数 ， 表 示 当 Х,=1 作用 在 基本 名 
由 于 是 X; 二 1 引起 的 自身 方向 上 的 位 移 ， 所 

(2) 6; 称 为 副 系数 ， 表 示 当 Х,=1{Е биши, X: 作用 点 沿 X; 方向 的 位 移 ， 
可 能 为 正 、 为 负 或 为 零 。 有 


(3) An 称 为 自由 项 。 
以 上 各 系数 均 为 基本 结构 在 i 
静 定 结构 ， ШШ ER EEn EA 行 计算 或 用 图 乘法 ， 即 








用 点 沿 X, 方向 的 位 移 。 














қ” д: = е 























Жер. Mi, M; 和 Mo 分 别 表 示 当 Х,=1. Х,=1 和 荷载 分 别 作用 在 基本 结构 上 时 ， 基 
本 结构 的 弯 矩 或 弯 矩 图 。 
将 求 得 的 各 系数 和 自由 项 代入 式 (12 - 4) 中 ， 便 可 求 出 多 余力 ， 然 后 就 可 按 静 定 结构 
求 其 反 力 和 内 力 。 力 法 中 通常 用 笃 加 的 方法 求 出 弯 矩 、 绘 制 弯 矩 图 。 即 
М-М,Х,--М,Х,--%--М,Х,4-Мь 














12.3.2 简单 超 静 定 结构 的 力 法 计算 


综合 前 面 两 节 的 叙述 ， 用 力 法 求解 超 静 定 结构 的 过 程 可 以 按 以 下 步骤 进行 。 

(1) 去 掉 多 余 联 系 ， 代 之 以 相应 多 余 未 知 力 ， 得 到 基本 结构 ， 同 时 确定 了 超 静 定 
次 数 。 

(2) 据 原 结构 解除 多 余 联系 处 位 移 的 实际 情况 ,按照 变形 协调 条 件 ， 列 出 力 法 典型 
方程 。 
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Жон нэлиштилнив 





(3) 分 别 确定 基本 结构 多 余 未 知 力 的 M: 和 Me， 用 单位 载荷 法 或 者 图 乘法 求 出 所 有 系 
数 与 自由 项 。 
(4) 解 方程 ， 求 出 所 有 多 余 未 知 力 。 
(5) 用 等 加 法 绘制 M 图 。 
(6) 视 题目 要 求 绘制 Q 图 、N 图。 
面 对 采 用 力 法 求解 几 种 不 同 的 典型 简单 超 静 定 结构 的 方法 作 以 说 明 。 
1. 简单 超 静 定 梁 和 刚 架 的 力 法 计算 
在 后 面 解 超 静 定 结构 的 位 移 法 和 力矩 分 配 法 中 ， 常 用 到 单 跨 超 静 定 梁 的 杆 端 弯 矩 、 剪 
力 。 下 面 先 通过 例题 说 明 如 何 用 力 法 求 得 单 跨 超 静 定 梁 的 弯 矩 、 剪 力 。 
例 12 -1 用 力 法 解 图 12.11(a) 所 示 超 静 定 梁 ， 画 M 图。 已 知 ET 为 常数 。 
解 : (1) 选择 力 法 基本 结构 。 这 是 一 个 3 次 超 静 定 刚 架 ， 解除 A 和 B 支 座 的 共 3 个 多 


余 联 系 代 之 以 多 余 未 知 力 Xi, X M Xs， 得 到 图 12. 11(b) 所 示 基 本 结构 。 
(2) 建立 力 法 典型 方程 。 在 小 变形 前 提 下 ， ое 




































































用 时 ， 轴 向 多 余力 X; HE. ШК Ар у ERE 算 ， 即 
ôn Xı HeX: --Дір--0. ду X: HAr 二 0 
(3) АМАТ ЖЕ Ж. mAH i E FER. 用 图 乘法 求 各 系数 和 自 


由 项 。 К 
三 王仁: 2 
(91 9% 5 ч 
























































Л 
(1, 0 1 ЖР 
бол-ды ЕТ эЛ х=) коа , 
sA | ЖА. _ 
06» 二 去 i 93) = (а) 
1 ДУ Foa а? х 4 Ра 
Ав 89159) AE 
—_ qË (b) X 
А» 4E] 
1 а 
о шут. Шъ ™ 
РЕ Ily gË (9 
ЗЕТ^! ЕЗ UEI? j 
EE РОДИ a ететі ШШ жа 
6E1X! + 3E7X* MEI? 
解 得 | 
х,= а, Хь= ай Ц] к 
A E a TA са 
ОЕ © з“ 
O) 要 加 法 绘制 M 图 。 - са А] 
М=М, X, +M, Х,-ЕМь КГ” 
绘 得 的 M 图 如 图 12. 11(f) 所 示 。 lae ma 
KPRI Xi, Х› 放 在 基本 结构 上 ， 按 静 定 梁 的 方法 Ы 
计算 出 基本 结构 的 前 力 。 图 12.11 


例 12-2 (ЕЙ 12. 12 ИІ 25 Я 
Ж: (1) 选择 力 法 基本 结构 。 这 是 一 个 两 次 
代 之 以 多 余 未 知 力 X! 、Xs* ， 得 到 图 12. 12(b) 所 
(2) 建立 力 法 典型 方程 。 原 刚 架 支 座 B 为 固 
型 方程 为 





Ou Xı +X: + 





、 剪 力图 、 轴 力图 。 
超 静 定 刚 架 ， 解 除 妃 支 座 的 两 个 多 余 联 系 


示 基 本 结构 。 
定 端 支 座 ， 没 有 任何 移动 和 转动 ， 力 法 典 


FA 一 0 





ба Х\-Её» Xe + 


G) 绘 Мь, М, ЖМ, 图 ， 分别 如 图 12. 12( 
自由 项 。 


1/1 


=> UXX 


хіхіх 


FA =0 
c)、(d) 、(e) 所 示 。 

















j 图 乘法 求 各 系数 及 


ЖЕНЕ! шар 
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解 得 





(5) MAIMAM M 图 。 


M=M, X, +M: 


PE ERIEK RAET ИУ ЕАУ УЕ {ИТ 
Ma =1X 


19Р_19 
232 376 


16ЕІ 
__РЁ. 
32EI 


= 
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系数 、 自 由 项 代入 力 法 典型 方程 ,有 


PË. 


Xo +Mp 
出 来 。 


РІ (йй) 


Мх=0 
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Mo =X 
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Mo =Ma 


Myx =1X 
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-.6РІ 
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п _1p 1/1913 
CD FF P 作用 点 T T ІН 


求 得 以 上 各 值 之 后 ， 看 各 杆 是 否 作用 有 横向 荷载 。 杆 AC、BD 上 无 荷载 作用 ， 可 直 
接 将 两 个 端 截 面 的 弯 矩 值 Me 、Mocs 及 Msp、Mos 连 成 一 直线 即 可 ; 杆 CD 上 作用 横向 荷 
载 ， 则 按 简 支 梁 和 加 的 方法 画 其 М 图 ， 先 将 两 个 端 截 面 的 弯 矩 值 Mo 和 Mrz 连 成 虚线 ， 


然后 以 此 虚线 为 基线 ， 秋 加 上 简 支 梁 跨 中 受 集中 力作 用 下 的 计算 图 。 路 中 鹤 面 村 矩 值 为 二 






































1/19,13 
Pi— (333 taaz) РІ. ЕШ 12. 12(D 所 示 。 


(6) 绘 前 力图 、 轴 力图 。 将 求 得 的 多 余 未 知 力 Xi, Х 放 在 基本 结构 上 ， 按 静 定 结构 
面前 力图 的 方法 绘 得 前 力图 ， 如 图 12. 12(g) 所 示 ， 轴 力图 如 图 12. 12(h) 所 示 。 
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例 12 -3 用 力 法 求解 图 12.13(a) 所 示 刚 架 , 已 知 ET 为 常数 , 绘 出 MM 图 。 
解 : (1) 去 掉 В 支 座 水 平 链 杆 ， 代 之 以 多 余 未 知 力 Xi， 得 基本 结构 如 图 12. 13(b) 


所 示 。 
(2) 列 力 法 典型 方程 。 








ôu Xi 十 An 一 0 
G) #2 М, 图 及 Mi 图 [图 12.13(c)、(d)]， 计 算 系 数 及 自由 项 。 
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© AIMAM М Al 
М--М,Х,--М, 
Н ВС. Рс, ре 没有 由 荷载 引起 的 弯 矩 (MP 一 0)， 故 只 需 将 ML 图 扩大 Xi {@ 
可 。 求 出 杆 AE 两 个 端 截面 的 弯 矩 ， 将 其 二 值 连 成 直线 即 为 杆 АЕ 的 弯 和 矩 图 。 端 截面 的 弯 
ЯМАН 


Ma =Mra =M; XI 十 Mp 1x34 Ган жаі СЕ) 
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шв аржан 


М==0 
Ме-іхШ ы ары - ыр (Жш) 
с 24 29 244 














ЖЕТЕЛЕ. AE ER АА Ја ЗСЗ ЕНЕ АЕН. Н 
架 最 终 弯 和 矩 图 如 图 12. 13Ce) 所 示 。 

从 以 上 各 例 看 出 ， 在 荷载 作用 下 ， 结 构 的 多 余 未 知 力 及 内 力 的 大 小 与 杆 件 的 绝对 刚度 
值 无 关 (ET 在 解 力 法 典型 方程 中 被 消 掉 )， 但 与 各 杆 相互 之 间 的 刚度 比值 有 关 。 因 此 ， 当 
结构 是 由 同一 种 材料 制 成 时 ， 其 多 余 未 知 力 和 内 力 的 大 小 只 与 杆 件 之 间 惯性 甜 了 的 相对 比 
值 有 关 。 

2. 简单 超 静 定 析 架 的 力 法 计算 
力 法 计算 超 静 定 析 架 的 方法 和 步 耻 与 刚 架 相同 ， 但 柱 架 的 内 力 只 有 轴 力 ， 因 此 基本 
结构 的 位 移 仅 由 杆 件 的 轴 向 变形 引起 。 其 力 法 典型 方程 中 的 系数 和 自由 项 不 能 用 图 乘法 计 
算 ， 计算 公式 为 从 
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ШАШ ЛТ 即 


NAN X + + 十 Ne 

例 12 -4 用 力 法 计算 图 12. 14(a) 所 示 的 超 静 定 结构 。 设 各 杆 EA 为 常数 。 

解 : (1) 选取 力 法 基本 结构 。 此 杭 架 支 座 处 没有 多 余 联系 ， 术 架 内 部 以 任意 铵 接 三 角 
形 为 一 个 刚 片 ， 增 加 一 个 二 元 体 得 到 静 定 术 架 后 多 余 一 根 链 杆 ， 切 断 链 杆 CD 代 之 以 多 余 
H Xi 得 基本 结构 如 图 12. 14(b) 所 示 。 杭 架 的 这 种 超 静 定形 式 称 为 内 部 超 静 定 。 此 术 架 是 
一 次 内 部 超 静 定 。 

(2) 建立 力 法 典型 方程 。 根 据 基本 结构 切口 两 侧 截面 在 X 和 荷载 共同 作用 下 沿 杆 轴 
方向 的 相对 线 位 移 与 原 机 架 相 应 线 位 移 相 同 ( 即 A, 王 0) 的 条 件 (切口 两 侧 截面 原来 是 同一 
截面 )， 建 立 力 法 典型 方程 。 

















Ф.Х. +4ь=0 


(3) 为 了 求 方程 中 的 系数 和 自由 项 ， 分 别 求 出 Xi 三 1、 荷载 P 单 独 作 用 下 基本 结构 各 
杆 轴 力 Ni 和 Ne。 一 般 是 列表 计算 ， 见 表 12 - 1 。 























n=O XIXA | 小 'x[ Мух] ра HVZ) 
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(4) 将 求 得 的 Sa 、Aip 代 入 力 法 典型 方程 ， 得 


5) 用 县 加 法 求 出 Б” 


ЖИРЕН? 1А г! = 


杆 件 


х= (1+2 /2)Р 











дп 4(1 十 2V2) 











Бе ж 
小 全 МХ, 
К Д 


=й 


(b) 


站 
> Sy (C) 


0. 396P 















































Ni Nel ми МХ, +№ 
Ар И 1 Р РІ 1 0. 603P 
ВС П 1 0 一 0 1 —0. 396P 
AB П 1 0 0 1 —0. 396P 
DC 1 1 0 0 1 —0. 396P 
AC ЕРЛІ -у2 0 0 2/21 0.56Р 
BD V2l -у2 -У2Р 2/2РІ 2/2 0.852Р 
У 2PLCGI 十 V2) | 404/201 

例 12 -5 用 力 法 计算 图 12. 15 (а). EA EA 为 常数 。 











Ж: (1) 选取 基本 结构 。 这 是 一 个 外 部 一 次 超 静 定 机 架 ， 因 





联系 。 去 掉 支 座 


(2) Я 
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E 立 力 法 典型 方程 。 


E С 处 的 链 杆 代 之 以 多 余 未 知 力 Xi ， 


0. Xı HAr 50 
(3) 分 别 计算 在 荷载 及 Xi 一 1 单独 作用 下 各 杆 轴 力 ， 列 于 表 12 -2 中 。 





为 它 的 支 座 具有 一 个 多 余 


得 基本 结构 如 图 12. 15(b) 所 示 。 


第 12 音 ”起 静 定 结构 的 内 力 和 位 移 








12.15 с 




































































Ж12-2 
杆 件 1 № № Д = rl ки Ni Xı 十 Nm 
1 а 
АС 2а za P, ?> 一 Pu Е 0.414P 
2 RY 2 
BC 2а -4 Ni - 4 0.414P 
г Ўр 
BD Уға ФУ —/?Р PPa 5 一 0. 585P 
DE 2a 、 2% “Еу 一 2Pa 2а 0.172Р 
АЕ Уға Ж 一 /ZP -у2Ра F 一 0. 585P 
CE а = 0 0 5 —0. 829P 
CD Уға 2 0 0 2 —0. 829P 
5 一 2Pa(2 十 V2) | (3 十 2V2)a 
(4) 求 出 系数 和 自由 项 。 
д, (5) х#ах?+(—+) ахо ( 2) x2ax2+1x2a| 
"“ЕП(/2 Z 2 
= a 
=5. 828 ра. 
а-а а-ы (5) x/2ax2+P(—4)x2ax2+—PXx1X2a | 
РЕА /% 2 
= Pa 
=—6.828 ра 
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(5) 将 以 上 各 值 代 和 人力 法 方程 ， 得 

Xi 一 一 下 一 1. 172P 
(6) 按 夺 加 法 求 出 各 杆 内力 。 

М--МХ1--Мь 

各 杆 轴 力 见 表 12-2. 
з. 排 架 的 力 法 计算 
层 厂房 的 主要 承重 结构 是 由 屋 架 (或 屋面 大 梁 )、 柱 和 基础 组 成 的 横向 排 架 ， 如 
图 12. 16(a) 所 示 。 柱 子 与 基础 之 间 为 刚 结 ， 屋 架 和 柱 项 可 视 为 贸 接 。 在 屋面 荷载 作用 下 ， 
屋 架 可 按 术 架 计算 。 一 般 情况 下 ， 联 系 两 个 柱 顶 的 屋 架 (或 屋面 大 梁 ) 两 端 之 间 的 距离 可 认 
为 是 不 变 的 ， 故 将 屋 架 看 做 是 一 根 抗 拉 刚 度 无 限 大 (EA 二 oo) 的 链 杆 。 由 于 柱子 上 经 常 放 
EPER, 因此， 往往 做 成 阶梯 式 。 横 向 排 架 的 计算 简 图 如 图 12. 16(b) 所 示 。 


he 



































К 
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Ха, 

单 跨 排 架 为 一 结构 。 用 力 ， 其 方法 和 步骤 与 刚 架 相同 。 其 基本 结构 
„лал чайны. паны 代 之 以 多 余 未 知 力 ， 以 切口 处 两 侧 截面 的 相对 
水 平 位 移 为 零 的 条 件 ， 建 立 力 法 方程 。 下 面 举 例 说 明 。 

图 12. 17(a) 所 示 的 单 跨 排 架 ， 上 柱 抗 弯 刚 度 为 EL， 下 柱 抗 弯 刚度 为 El,， 设 了 与 卫 
的 比值 为 5. 77， 受 力 如 图 所 示 ， 试 用 力 法 计算 该 排 架 ， 并 绘 出 其 弯 矩 图 。 

由 于 排 架 的 横梁 CD 是 一 根 链 杆 ， 截 断 一 根 链 杆 相当 于 去 掉 一 个 联系 ， 将 横梁 CD 切 

， 代 之 以 一 对 多 余 未 知 力 Xi ， 得 基本 结构 如 图 12.17(b) 所 示 。 

根据 基本 结构 在 多 余 未 知 力 和 荷载 的 共同 作用 下 ， 横 梁 切 口 两 侧 截面 相对 水 平 位 移 与 

原 结构 相应 位 移 相等 (切口 两 侧 截面 是 同一 个 截面 ) 即 А, =0 的 条 件 ， 建 立 力 法 典型 方程 为 
ôu Xı HAr 50 

分 别 画 出 单位 弯 矩 图 М, 和 荷载 弯 矩 图 Me， 如 图 12. 17(c)、(d) 所 示 。 由 于 柱子 的 刚 
度 不 一 样 ， 用 图 乘法 求 位 移 时 需 分 段 进行 ， 另 外 横梁 CD 被 视 为 刚性 杆 ， 计 算 系数 时 不 考 
虑 横梁 变形 。 用 图 乘法 求 得 系数 和 自由 项 如 下 。 


а-а | (э 5. 15x3. 15) (2 хз. 15) )]+ A Ц (9-х3.15х7.75)х 


(4x10. 9+2x3.15)+ (4x10. 9x7. 15)x (4x3. 15+ x10. 9) | 
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将 系数 和 自由 项 代入 典型 方程 ， 解 出 Xi 。 
































1 
5498.8--- 
„Дв? ЕГ, 
Xi Su 1 5. ТЕМ 
EI, 
按 式 M=M, X +Mr, НІНЕ ӘУЕН. WE 12. 17(e) 所 示 。 
Ка Жі Жі 
Ет 
z А 3.15 3.15 
В |5 
5 TA 
o 109 © 109 
60.7 18 18 43 











12.3.3 Е a 变化 、 sem 


对 于 超 静 定 Me 即使 没有 荷载 作用 时 也 可 能 产生 内 力 ， 如 支 座 移动 、 温 度 变 化 以 及 


制造 装配 方面 9 误差 都 可 引 起 结构 的 内 力 。 用 力 法 计算 由 于 支 座 移动 、 温 度 变 化 等 引 走 


EH 





内 力 时 ， 其 基本 思路 、 原 理 和 步骤 与 荷载 作用 下 的 内 力 计算 基本 相同 ， 不 同 的 只 是 力 法 的 











典型 方程 中 自由 项 的 计算 。 下 面 作 具 体 分 析 。 
1. 温度 变化 时 的 内 力 计算 
在 温度 变化 时 ，n 次 超 静 定 结 构 的 力 法 方程 中 ,第 i 个 方程 的 一 般 形式 为 
у, Xi 十 人 一 Ai 











式 中 ，A; 为 基本 结构 在 温度 变化 作用 下 沿 X, 方向 的 位 移 ; A; 为 原 结构 沿 X; 方向 的 位 移 





(在 温度 变化 问题 中 ,一 般 Д, =0). 


例 12-6 WER 12.18(a) 所 示 刚 架 在 温度 改变 时 所 产生 的 M 图 。 各 杆 截面 为 矩形 ， 





高 度 二 1/10， 线 膨胀 系数 为 a， 设 ET 为 常数 。 
解 : 此 结构 为 一 次 超 静 定 刚 架 ， 取 基本 体系 如 图 所 示 。 力 法 方程 为 


Ф.Х, ЁД, =0 
分 别 作 М, 图 和 Fw 图 ， 如 图 12. 18(b) 、(c) 所 示 。 
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а (аа) (за) (за) (за) ет 
A = ХаАз + УабАк, 
АВ қ-0С 


ВСЕ -2.5С 

CD Еы-10С 

АВ Ві і-30С 

ВСВ і-25С 

CD 段 t=10C 
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1 
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Au =ax зох ( 1 хіж)-ох( 
--100а- 22. ба--77.5а 


代入 典型 方程 ， 可 得 


ж, йв 1 д 
ЕСТЕН 
RAZER М=М, Х,, ШЖ 12. тамақ 
ЖТ 


хіх) ар -2.5х(2-хі) юх(2х4)| 
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© @) 
图 12.18 

由 计算 结果 可 知 ， 在 温度 变化 时 ， 超 静 定 结构 的 内 力 及 反 力 与 各 杆 件 刚度 的 绝对 值 成 
正比 。 因 此 ， 加 大 截面 斥 寸 并 不 是 改善 内 力 状态 的 有 效 途径 。 另 外 ， 对 于 钢筋 混凝土 梁 ， 
要 特别 注意 因 降 温 可 能 出 现 裂 缝 的 情况 (对 超 静 定 梁 而 言 ， 其 低温 一 侧 受 拉 而 高 温 一 侧 
ЖШ). 

2. 支 座 移动 时 的 内 力 计算 

静 定 结构 支 座 移动 时 不 产生 任何 反 力 和 内 力 。 与 静 定 结构 相 比 较 ， 超 静 定 结构 由 于 具 
有 多 余 联 系 ， 将 阻碍 支 座 的 位 移 而 使 结构 产生 内 力 。 如 图 12. 19 所 示 超 静 定 梁 ， 当 支 座 B 
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发 生 移动 时 ， 将 受到 多 余 联 系 С 支 座 处 链 杆 的 阻碍 而 使 各 支 















































座 产 生 反 力 ， 同 时 使 梁 产 生 内 力 并 发 生 弹性 变形 。 А TN Ж 
如 图 12. 20(a) 所 示 刚 架 ， 支 座 A 由 于 某 种 原因 产生 水 

平 位 移 和 转角 9， 用 力 法 求解 时 ， 选 取 图 12. 20(b) 为 其 基 % 

本 结构 。 基 本 结构 在 多 余 未 知 力 Xi, Xo Ж ЖЕЕ А 位 移 的 共 

同 作用 下 ， 沿 多 余 未 知 力 X 和 X 方向 的 位 移 应 与 原 结构 图 12.19 











相应 位 移 相 等 ， 即 A 二 0，As 二 0， 力 法 典型 方程 为 
Ф.Х, +0 XtAic=0 
O21 Xı +05 Х Дс =0 
典型 方程 中 的 主 、 副 系数 均 是 基本 结构 ( 静 定 刚 架 ) 由 单位 荷载 引起 的 位 移 ， 计 算 方法 
同 前 ，Aic 表 示 基 本 结构 由 于 支 座 移动 引起 的 X, 作用 点 沿 Xi 方向 的 位 移 ，Axc 表 示 基 本 结 
构 由 于 支 座 移动 引起 的 X, 作用 点 沿 X; 方向 的 位 移 。 由 于 基本 结构 是 静 定 结构 ， 故 Ac 按 


下 式 计算 。 е «© 


参看 图 12. 20(c) 、(d) 所 示 虚 拟 反 ra 求 得 自 д 
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Ас--(0--в 
Axc 一 一 (OL 十 1Xa) 

=—@—а 
系数 和 自由 项 求 出 之 后 ， 与 前 面 荷载 作用 时 一 样 ， 代 入 典型 方程 求 出 多 余 反 力 。 用 和 三 
加 法 绘制 弯 矩 图 。 即 M 二 MX 十 Mr。 注意 ,又 加 法 画 弯 和 矩 图 时 没有 释 加 由 支 座 移动 引起 
的 弯 矩 ， 因 为 基本 结构 是 静 定 结构 ， 如 前 所 述 其 位 移 是 刚性 的 ， 不 产生 内 力 。 
也 可 以 将 支 座 А 处 有 位 移 的 联系 视 为 多 余 联系 去 掉 ， 得 基本 结构 如 图 12. 21(a) 所 示 。 
其 变形 条 件 应 该 是 ， 基 本 结构 在 多 余 未 知 力 X X 的 作用 下 , 沿 Xi 、Xs 方向 的 位 移 与 

原 结构 相同 ， 即 Д 二 a，As 二 9。 力 法 典型 方程 为 
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Ф.Х. Hôr X2 =a 
да Хі--б» ХХ =0 
力 法 典型 方程 中 不 含有 自由 项 ， 这 是 因为 基本 结构 中 已 不 存在 发 生 位 移 的 联系 了 。 
还 可 以 选取 图 12. 21(b) 所 示 结 构 为 基本 结构 。 其 力 法 典型 应 方程 为 
ôu Xı Hô XtAic=a 
ФАХ, +0 X2 HAc =a 











---Ж 


Xi ( 


(а) b 
12.21 AG 


例 12 -7 图 12. 22(a) 所 示 连 续 梁 ， 其 支 座 сз 2. ЖКТЕ Е, ЁШ 
EI 为 常量 。 








解 : 这 是 一 个 一 次 超 静 定 结 构 ， 下 面 采用 两 个 基本 结构 分 别 进行 计算 。 

1. 选 外 伸 梁 为 基本 结构 

(1) 去 掉 支 座 C 处 链 杆 ， 得 基本 结构 ， 如 图 12. 22(b) 所 示 。 

(2) 根据 基本 结构 在 X 作用 下 沿 Xi 方向 的 位 移 应 与 原 结构 相应 位 移 相 等 的 变形 条 
件 ， 建 立 力 法 典型 方程 。 
6uXi=A 
典型 方程 中 不 含有 自由 项 ， 其 原因 如 前 所 述 ， 因 为 基本 结构 中 所 有 联系 均 无 位 移 。 位 
Ж А 取 正 号 是 由 于 位 移 下 沉 人 A 与 虚拟 多 余 未 知 力 X 的 指向 一 致 。 

G) miih М, 图 ， 如 图 12. 22(c) 所 示 。 求 得 









































1/1 2 
òu ЕЇ( 7 XIXIX 21)х2 
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ЗЕІ 
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(4) 解 方程 ， 求 出 Xi。 


—3ЗЕ1 
X= 98 


(5) 按 М=М, Х,, 绘制 的 M 图 ， 如 图 12.22(d) 所 示 。 

2. 选 简 支 梁 为 基本 结构 

(1) 将 支 座 В 处 链 杆 视 为 多 余 联 系 去 掉 ， 得 基本 结构 如 图 12. 23(a) 所 示 

(2) 该 基本 结构 与 图 12. 22(b) 所 示 基 本 结构 不 同 ， 它 包含 了 发 生 位 移 的 支 座 C， 因 此 
变形 条 件 是 基本 结构 在 多 余 未 知 力 X 与 支 座 C 下 沉 的 共同 作用 下 ， 在 多 余 未 知 力 Xi 处 
沿 X 方向 的 位 移 与 原 结构 相等 ， 即 A 二 0。 力 法 典型 方程 为 

ôu Xi+Aic=0 
G) 绘 出 М, 图 及 计算 出 虚拟 反 力 [图 12. 23(b)]。 由 此 求 出 


в (20) х (3 r) am 


Ас=— ERC: mag 
› 解 方程 ， 求 出 多 余 未 知 力 Xi 。 站 


Ақ» ӘРІ 
FT 


А 



































一 


Х-- А 














(5) М=М,Х\, 绘制 M 图 ， 加 23(c) 所 示 。 
ОЛУТ ЖО Т ЖОО 
相同 的 。 14 % 


(а) (b) (с) 


12.3.4 超 静 定 结构 位 移 的 计算 











前 面 的 章节 中 介绍 了 结构 位 移 计 算 的 一 般 方法 ， 它 不 仅 适用 于 静 定 结构 ， 同 时 也 适用 
于 超 静 定 结构 。 因 为 对 于 超 静 定 结 构 ， 只 要 将 求 出 的 多 余力 也 当 作 荷载 加 到 原 结构 的 基本 
结构 上 去 ， 而 计算 静 定 的 基本 结构 在 已 知 荷载 以 及 多 余力 的 共同 作用 下 的 位 移 ， 这 个 位 移 
也 就 是 原来 超 静 定 结构 的 位 移 。 如 前 面 所 述 ， 用 力 法 解 超 静 定 结构 是 在 它 的 基本 结构 上 进 
行 的。 这样 ， 超 静 定 结构 的 位 移 计算 即 转变 成 静 定 结构 的 位 移 计 算 问题 了 。 
由 前 一 音 知 ， 对 于 刚 架 和 梁 ， 位 移 计 算 公式 为 


Дау) | мма, 
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式 中 ，M 为 原 超 静 定 结构 的 最 终 弯 和 矩 图 ，NM; HARRESE 

需要 说 明 的 是 ， 因 为 超 静 定 结构 的 内 力 并 不 因 所 取 基 本 结构 的 不 同 而 不 同 。 因 此 ， 可 
以 认为 超 静 定 结构 的 内 力 是 从 任 一 形式 的 基本 结构 求 得 的 。 这 样 ， 计 算 超 静 定 结构 位 移 
时 ， 可 以 取 任 一 基本 结构 作为 虚设 状态 。 

综 上 所 述 ， 求 解 超 静 定 结构 的 具体 方法 如 下 。 

(1) 解 算 超 静 定 结构 ， 绘 出 最 终 M 图。 

(2) 将 单位 力 加 在 任 一 基本 结构 上 , 绘 М, 图 。 

(3) 按 位 移 计 算 公式 或 图 乘法 求 位 移 。 

例 12-8 求 图 12. 24(a) 所 示 刚 架 C 截面 的 水 平 线 位 移 。 

Ж. (1) 解 算 超 静 定 刚 架 , 绘 出 最 终 M 图 。 选 取 简 支 刚 架 作为 力 法 基本 结构 。 最 终 弯 
矩 图 如 图 12. 24(b) 所 示 。 
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(2) 将 单位 荷载 加 在 基本 结构 C 结 点 上 , 绘 M; 图 ， 如 图 12. 24(c) 所 示 。 由 图 乘法 求 














出 C 点 水 平 线 位 移 。 

















Ac =- (аха) a) вт (тхаха)(2 ех) 
talz xax) (ч) 
19Ра? 17Р? ‚Ра? 
EIX6X232 EIX4X232 EIX232 
-- Ра б< 
392ЕІ 





计算 结果 为 负 值 ， 表 示 С 点 位 移 方向 与 所 设 单位 力 的 方向 相反 ， 即 实际 方向 应 向 左 。 
为 使 计算 简化 ， 也 可 选取 图 12. 24(d) 所 示 的 基本 结构 作为 虚设 状态 。 绘 出 Mi 图 ， 如 
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图 12. 24(d) 所 示 。 用 图 乘法 求 得 
1/1 2 6Pa 1 13Pa ра? 
4с=рү(ў Хаха) (з= Хэ )= i" 
选取 两 种 基本 结构 作为 虚设 状态 ， 计 算 结 果 完 全 相同 。 但 是 ， 选 取 图 12. 24(d) 所 示 基 
本 结构 作为 虚设 状态 时 ， 计 算 要 简单 得 多 。 


[12.4 位 


力 法 和 位 移 法 是 计算 超 静 定 结构 的 两 种 基本 方法 。 力 法 出 现 较 早 ， 
世纪 初 为 了 计算 复杂 刚 架 


于 分 析 各 种 超 静 定 结构 ;而 位 移 法 稍 晚 ， 是 在 20 
12.4.1 位 移 法 的 基本 概念 


力 法 是 以 结构 的 某 些 力作 为 基本 未 知 量 ， 
践 经 验 可 知 ， 当 任何 一 结构 受 外 界 影响 (荷载 
生 内 力也 产生 位 移 ， 内 力 和 位 移 是 结 ІШТІ 
应 关系 ， аты М 





法 








19 HKE% 





R 而 建立 起 来 的 。 











出 ИИВ H. X 


теру 温度 变 f 等 ) 后 ， 
， 并 且 之 间 在 数量 上 有 着 确定 的 


求 得 后 求 出 结构 的 内 力 和 其 


一 般 地 既 产 


对 


КҮТТІ 这 样 ， 可 以 按照 力 法 相反 
基本 未 知 量 ， 


他 


的 次 序 来 解决 问题 ， 即 以 结构 的 结 点 位 
位 移 ， 这 种 方法 称 为 位 移 法 ， 这 ШЕП 

7) ел: ЖИ) 
在 荷载 P 作 用 


现在 ， 以 图 12. 25(a) 所 示 
F. РАН ЕДІ 12. 
ШИ Ер е ЖИЫ АШ ЛП ІЗ 
ИМЛЕ Г „ ! 


力 法 解 并 问题 更 简便 。 

法 的 基本 概念 。 

折 示 。 略 去 刚 架 的 轴 向 变形 ， 点 
。 则 刚 架 变形 情况 相当 于 图 12. 25(b) 
所 示 两 个 单 跨 超 静 

梁 1B 相当 于 1 端 固定 ，B 端 贸 支 的 单 跨 梁 ， 其 跨 中 截面 作用 集中 力 P 且 1 截面 产生 
转角 20. ТА 梁 相当 于 两 端 均 为 固定 端的 单 跨 梁 且 1 截面 发 生 转 角 Z1。 如 果 能 设法 求 出 
Zi!， 则 利用 力 法 就 可 以 求 得 这 两 个 单 跨 染 的 全 部 反 力 和 内 力 。 所 以 ， 结 点 1 的 转角 Zi 便 
是 位 移 法 计算 超 静 定 结 构 的 基本 未 知 量 。 

为 了 将 图 12. 25(a) 转 化 成 图 12. 25(b) 来 计算 ， 可 以 假想 地 在 结 








;点 1 加 上 一 个 附加 思 











辟 ( 以 符号 了 表示 )， 如 图 12. 25(c) 所 示 。 附 加 刚 臂 的 作用 是 限制 结 点 1 的 转动 ， 但 不 限制 
移动 。 如 前 所 述 ， 结 点 1 没有 线 位 移 ， 现 又 没有 角 位 移 ， 因 此 ， 结 点 1 变 成 固定 端 。 原 





两 端 均 为 固定 端的 单 跨 梁 1A 和 1 端 固定 В ЕЕ ПД ЕРІН 组 成 的 
单 跨 超 静 定 粱 的 组 合体 ， 称 为 位 移 法 的 基本 结构 。 同 力 法 一 样 ， 基 本 未 知 量 Zi 需要 在 
基本 结构 上 求 得 。 为 使 基本 结构 的 受 力 和 变形 与 原 结构 一 致 ， 将 荷载 加 在 基本 结构 上 ， 并 
强迫 基本 结构 的 4. 与 实际 情况 相同 的 转角 2,. ШІН 12. 25(d) 所 示 。 这 样 ， 基 
本 结构 的 受 力 与 变形 就 与 原 结构 完全 一 致 。 所 以 ， 计 算 原 结构 就 可 以 在 它 的 基本 结构 上 
进行 。 
由 以 上 分 析 可 
由 县 加 原理 ， 
结构 在 荷载 、 转 角 





结构 可 看 成 是 








的 
































ЖІ. 求解 基本 未 知 量 Z 是 位 移 法 的 关键 所 在 ,求解 Z 的 方程 推导 丸 
可 将 基本 结构 受 荷载 、 转 角 2, 共同 作用 情况 [图 12. 25(d)] 分 解 为 基本 
Zi 分 别 作 用 图 12. 25(e)、(f) 两 种 情况 。 在 图 12. 25(e) 中 没有 转角 Z 

















ж. 
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的 因素 ， 只 有 和 荷载 己 的 作用 。 其 中 1A 杆 上 没有 荷载 ， 因 此 ， 也 没有 内 力 。 杆 1B 在 荷载 P 
作用 下 的 M 图 可 由 力 法 绘制 ， 如 图 12. 25(e) 所 示 ; 在 图 12. 25(f) 中 没有 荷载 因素 的 影响 ， 
仅 有 单 跨 超 静 定 梁 1B 和 1A 的 固定 端 支 座 1 截面 发 生 转 角 Zi, ， 其 弯 矩 图 可 由 力 法 一 章 中 
支 座 移动 时 超 静 定 结构 的 计算 方法 来 确定 。 
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当 荷 载 作用 在 基本 结构 上 时 ， 由 于 附加 刚 臂 限制 结 点 1 转动 ， 附 加 刚 辟 上 必然 产生 
EJK, A Ri 表示， 如 图 12.25(e) 所 示 ; 强 令 附加 刚 辟 转 动 2 角 ， 附 加 刚 臂 上 产生 的 
BEJI. A Ri 表示 如 图 12. 25(f) 所 示 ， 那 么 当 荷 载 与 转角 共同 作用 时 ， 基 本 结构 附加 出 
臂 上 的 反 力 矩 R 应 等 于 以 上 两 项 之 和 ， 即 Ri 二 Ru 十 Rir。 由 于 基本 结构 的 受 力 与 变形 与 
原 结构 完全 一 致 ， 而 原 结构 结 点 1 是 可 以 自由 转动 的 ， 不 存在 限制 转动 的 反 力 矩 。 因 此 ， 
基本 结构 附加 刚 臂 上 的 反 力矩 Ri 应 等 于 零 。 即 

Ru +R =0 
2-І 时 附加 刚 臂 上 的 反 力 矩 为 mu， 则 Rui 二 rnZ1。 上 式 可 表示 为 
muZ 十 Ra 一 0 (12-5; 
式 (12 -5) 称 为 位 移 法 典型 方程 ， 其 物理 意义 是 : 基本 结构 由 于 转角 Zi 及 荷载 共同 作 
， 附 加 刚 臂 1 处 产生 的 反 力矩 的 总 和 等 于 零 。 
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e ивана 





反 力 矩 m+、Rip 的 方向 规定 为 顺 时 针 ( 与 所 设 的 Z 同 向 ) 为 正 ， 反 之 为 负 。 其 脚 标 的 
含意 是 : 前 一 个 脚 标 表 示 反 力矩 发 生 的 地 点 , 后 一 个 脚 标 表示 反 力 矩 



































发 生 的 原 ЗЕ 
为 从 典型 方程 中 解 出 Z1， 需 首先 确定 mi 和 Ер, УЖЕ, 截取 T 
图 12. 25(e) 中 结 点 1 为 脱离 体 (图 12. 26)， 由 力 逢 平衡 条 件 求 得 Co 
_3EI , 4E1_7EI T 
тел 1 1 
再 从 图 12. 25(e) 中 截取 结 点 1 为 脱离 体 ， 同 样 可 求 得 图 12.26 
фы Pl 
1Р 16 
将 求 得 的 系数 和 自由 项 代入 式 (12-1)， 得 
_3P 
Re 16. 3РЕ. 
=? 7EI TEL 


求 得 2 结果 为 正 ， 说 明 结 点 1 的 转角 2, Жу 假设 的 方向 相同 ， 是 顺 时 针 转 
动 [参看 图 12. 25(a) 所 示 变 形 曲线 ] 。 

求 得 Z, 后 ,将 图 12. 25(e)、 оны ‚ий RAR ARA ОНЧ. ОП 
图 12. 27(a) 所 示 。 

与 力 法 不 同位 移 法 基本 未 知 量 
(多 余 未 知 力 ) 后 ， 将 多 余力 加 在 
和 轴 力 图 。 
件 绘 出 轴 力 图 x 

Ф 


能 像 力 法 那样 ， 解 出 基本 未 知 量 
求 剪 力 和 轴 力 的 方法 绘 出 剪 力图 
: 绘 出 剪 力图， 再 由 剪 力 图 的 平衡 条 


ЖАУ. E 
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561 
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对 于 本 例 ， 截取 杆 1B 和 杆 1A， 此 时 ， 杆 端 弯 矩 可 视 为 已 知 外 力作 用 在 脱离 体 上 ， 如 























图 12. 28(a)、(b) 所 示 ， 由 平衡 条 件 求 出 各 杆 端 前 力 。 
对 于 图 12. 28(a) ， 由 之 Mi: 王 0， 得 


lopj 
Qa XI+HPX-7 56”! 0 




















Qu 一 一 到 
由 之 Mas 王 0， 得 


тип= 


三 
Q XI—PX-5— z PI=0 





对 于 12. 28(b) ， 由 平衡 条 件 求 出 
Ол-Ол- -2 


求 得 各 杆 端 前 力 之 后 ， 便 可 绘 出 剪 力图 ， 如 图 12. 27(b) 所 示 。 
绘 出 前 力图 后 ， 从 剪 力图 中 截取 结 点 1， 将 剪 力图 中 的 前 力作 为 已 知 外 力 加 在 结 点 上 ， 
由 于 灾 和 矩 在 坐标 轴 上 没有 投影 ， 可 略 去 不 画 ， 如 图 12. 28(c) 所 示 。 由 平衡 条 件 求 出 


9 
Ni 一 一 56P， Маз-ЗЕР 
轴 力 图 如 图 12. 27(c) 所 示 。 

















Р. 











(а) 小 (b) ӨР (с) 
12.4.2 ПТ Т” 


由 以 上 内 容 可 知 ， 位 移 法 是 以 单 跨 超 静 定 梁 的 组 合体 作为 基本 结构 。 以 结 点 的 角 位 移 
或 线 位 移 作为 基本 未 知 量 。 由 位 移 法 典型 方程 求解 这 些 未 知 量 。 在 求 典型 方程 的 系数 和 自 
由 项 时 需要 用 到 单 跨 超 静 定 梁 在 外 荷载 以 及 杆 端 产生 单位 转角 或 单位 线 位 移 时 的 杆 端 这 
和 矩 。 可 以 用 力 法 求 得 杆 端 弯 矩 ， 并 且 利 用 梁 的 平衡 条 件 求 出 各 杆 端 剪 力 。 

为 了 应 用 方便 ， 将 用 力 法 算得 的 常用 单 跨 超 静 定 梁 在 不 同情 况 下 的 杆 端 弯 矩 和 前 力 之 
值 列 于 表 12-3 中 。 其 中 凡是 由 荷载 产生 的 均 称 为 载 常 数 ， 凡 是 由 单位 位 移 产生 的 均 称 为 
形 常 数 。 

使 用 该 表 之 前 ， 对 有 关 问 题 说 明 如 下 。 


(1) 为 了 计算 的 方便 ， Ф814, i 称 为 线 刚度 ， 其 物理 意义 是 表示 杆 件 单位 长 度 的 抗 


弯 刚 度 。 

(2) 在 位 移 法 中 ， 单 跨 超 静 定 梁 弯 矩 的 正 负 号 规定 为 : 对 于 杆 端 来 说 ， 弯 和 矩 绕 杆 端 顺 
时 针 转 动 为 正 ， 逆 时 针 转 动 为 负 : 对 于 支 座 或 结 点 来 说 ， 则 逆 时 针 转 动 为 正 ， 顺 时 针 转 动 
为 负 。 如 图 12. 29(a) 所 示 的 АВ 梁 ， 从 端 部 截 开 如 图 12. 29(b) 所 示 。 弯 矩 Mas НЕ АВ 
的 A 截面 顺 时 针 转 动 ， 绕 结 点 A 逆 时 针 转 动 ， 故 为 正 ， BE Ma 绕 杆 段 AB 的 В 截面 首 
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时 针 转 动 ， 绕 结 点 B 顺 时 针 转 动 ， 故 为 负 。 至 于 剪 力 和 轴 力 的 正 、 负 号 规定 与 前 面相 同 ， 
即 剪 力 绕 脱离 体 或 截面 形 心 顺 时 针 转 为 正 ， 反 之 为 负 。 轴 力 以 拉 为 正 ， 反 之 为 负 。 


Мав Mas Мва Mea 








(a) b) 
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(3) 杆 端 位 移 正 、 负 号 规定 如 下 。 

O 支 座 截面 转角 规定 为 顺 时 针 转 动 为 正 ， 闭 时 针 转 动 为 负 。 

例如 ， 图 12. 30(a) 所 示 转 角 oa 顺 时 针 转 动 故 为 正 。 图 12. 30(b) 所 示 转 角 ga АН 
转动 故 为 负 。 

@ 杆 端 相 对 线 位 移 正 、 负 号 规定 为 : 该 相对 线 位 移 使 整个 杆 件 顺 时 针 转 动 为 正 ， 逆 
时 针 转 动 为 负 。 

图 12. 31(a) 所 示 A 使 梁 AB 顺 时 针 转 动 ， 故 为 正 Ке 31(b) 所 示 A 使 梁 AB ІШІМ 
针 转 动 ， 故 为 负 。 

(4) 固 端 弯 和 矩 、 固 端 剪 力 。 由 外 荷载 好 vpi FESE, 、 剪 力 称 为 固 端 弯 矩 、 





端 前 力 。 其 表示 方法 是 在 弯 矩 М 或 剪 力 角 加 上 一 个 下 ， 以 区 别 与 支 座 移动 引 
的 杆 端 弯 矩 与 前 力 ， 如 Mi Qis 等 


表 12-3 Aos 常数 表 
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54 С) 
编号 梁 的 简 图 
М» Mm Qu Qm 
q 
‚ | Анес | а Ж тї ет 
ы 7 à 20 30 20 20 
в----- 
А Ж М X в 
6 а b S Mp(3a—D | Ма(35-0 —6Mab —6Mab 
peje P г: п Б 
7 я 
3i зі 
8 м 3 
9 РЕР—Ёу ò РЫЗ =) Pa? (a— 3l) 
| 21 г | ош 
ge 5ч ШЕТ 
10 5 à 4 а 
а 14 =ч 
11 г 0 ш = 
12 gÈ ge ql ql 
12 12 2 2 





第 12 音 ” 超 静 定 结构 的 内 力 和 位 移 


4 


(b) 





图 12.30 


12.4.3 位 移 法 基本 结构 和 基本 未 知 量 


在 力 法 计算 中 ， 是 将 原 结构 的 多 余 联系 解除 而 得 到 基本 结 殉 。 而 在 位 移 法 计算 中 ， 是 
在 原 结构 的 刚性 结 点 处 暂时 加 上 刚 臂 ， 以 阻止 全 部 刚性 线 点 角 位 移 ， 同 时 在 结 点 有 线 
位 移 处 暂时 加 上 链 杆 ， 以 阻止 全 部 结 点 产生 线 位 移 形成 了 位 移 法 的 基本 结构 。 由 
此 可 见 ， 位 移 法 的 基本 结构 是 由 一 系列 的 单 跨 所 组 成 的 。 下 面 举例 加 以 说 明 。 

图 12. 32(a) 所 示 刚 架 ， 在 荷载 P 作 用 下 线 如 图 中 虚线 所 示 。 其 中 刚 结 点 1、2 
除了 有 角 位 移 Л\, Z АСТЫ 于 弯曲 变形 微小 ， 轴 向 变形 和 剪 切 变形 对 








梁 和 刚 架 位 移 的 影响 可 略 去 不 计 。 栈 以 认为 各 杆 长 度 保持 不 变 ， 就 是 结 点 1 和 结 点 2 的 线 


位 移 相 等 ， 即 2,-2,-2. 96 去 基本 结构 X 枉 缚 总 1、 结 点 2 处 附加 刚 臂 以 阻止 
其 转动 ;为 阻止 两 个 结 点 的 江平 线 位 移 ， 可 在 结 总 党 谢 加 一 个 链 杆 ， 如 图 12. 32(b) 所 示 。 


这 样 ， 杆 14 和 杆 12 就 变 碱 两 端 国定 的 单 路 下 况 定 梁 。 杆 2B 变 成 2 端 固定 B ЕЕ ЗЕН. 
өтей, ши даў, ж 
үл 
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4 
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(a) 





В 12.32 


对 于 附加 刚 臂 、 附 加 链 杆 需要 加 入 的 地 点 和 个 数 ， 按 下 述 办 法 确定 。 
1. 附加 刚 臂 


结构 的 所 有 刚 结 点 、 组 合 结 点 处 需要 加 附加 刚 臂 ， 铵 结 点 不 加 ， 有 多 少 个 刚 结 点 和 组 
合 结 点 就 有 多 少 个 附加 刚 臂 。 


2. 附加 链 杆 


附加 链 杆 的 个 数 就 是 结 点 独立 线 位 移 的 个 数 。 有 几 个 独立 的 结 点 线 位 移 ， 就 加 几 根 附 
加 链 杆 。 
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тип= 








有 些 复杂 结构 ， 附 加 链 杆 的 数目 不 如 附加 刚 臂 那样 好 确定 ， 为 此 可 采用 铵 结 刚 结 点 的 
方法 。 即 把 所 有 的 刚 结 点 都 变 成 铵 结 点 ， 把 所 有 的 固定 端 支 座 变 成 固定 铵 支 座 。 然 后 对 这 
个 铵 结 体系 作 机 动 分析 。 如 果 几 何不 变 ， 则 原 结构 没 有 结 点 线 位 移 。 如 果 几 何 可 变 ， 则 原 
结构 有 结 点 线 位 移 ， 结 点 独立 线 位 移 的 个 数 就 是 将 该 体系 变 成 几何 不 变 体系 所 需 增 加 链 杆 
的 个 数 。 

例如 ， 对 于 图 12. 33(a) 所 示 刚 架 ， 化 为 贸 结 体系 示 于 图 12. 33(b) ， 为 几何 可 变 体系 ， 
缺少 两 个 联系 。 因 此 ， 需 要 加 两 个 链 杆 使 其 成 为 几何 不 变 体系 。 这 两 个 链 杆 可 加 在 结 点 4、 
8 上 ， 如 图 12. 33(c) 所 示 ， 也 可 以 加 在 2、3 上 。 据 几何 不 变 体系 的 组 成 规则 可 以 认为 是 
从 地 球 上 依次 增加 三 元 体 而 得 到 的 几何 不 变 体系 。 该 刚 架 有 5 个 刚 结 点 ， 还 需 加 入 5 个 附 
加 刚 臂 ， 如 图 12. 33(c) 所 示 。 























3 
从 以 上 分 析 可 以 看 出 附加 约 位 移 就 是 中 的 基本 未 知 量 ; 附加 约束 的 
个 数 就 是 基本 未 知 量 的 数目 。 a 7 个 基本 未 纲 弓 ,其 中 5 个 是 转角 ，2 个 是 线 位 移 。 
但 需 注意 ， 力 法 中 基本 未 的 apia i ， 而 位 移 法 中 基本 未 知 量 的 个 数 并 不 
是 超 静 定 的 次 数 ， th 线 位 移 数 的 总 和 。 还 可 以 看 出 ， 附 加 约束 
确定 之 后 ， 位 移 法 结构 也 就 确定 了 。 


12.4.4 位 移 法 计算 示例 


本 节 结 合 图 12. 34(a) 所 示 刚 架 来 说 明 一 般 情 况 下 如 何 建立 位 移 法 的 方程 。 

此 刚 架 有 两 个 基本 未 知 数 ， 即 结 点 角 位 移 Zl 和 一 个 独立 的 结 点 线 位 移 22. 1П 
图 12. 34(a) 虚 线 所 示 。 在 刚 结 点 1 处 加 附加 刚 臂 ， 在 结 点 2 处 (也 可 以 在 1 处 ) 加 附加 链 
杆 ， 得 基本 结构 如 图 12. 34(b) 所 示 。 将 均 布 荷载 4 加 在 基本 结构 上 。 





(с) 


图 12.34 
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为 了 在 基本 结构 上 建立 求解 Z. Z 的 方程 ， 需 要 基本 结构 和 原 结构 等 效 。 为 此 ， 从 
受 力 和 变形 两 方面 对 基本 结构 和 原 结构 加 以 比较 。 如 图 12. 34(a) СЬ) 所 示 ， 变 形 方面 : 
基本 结构 由 于 加 入 附加 刚 臂 限制 转动 ， 加 入 附加 链 杆 限 制 移动 ， 因 此 基本 结构 结 点 1 没有 
转角 ， 结 点 1 和 结 点 2 没有 线 位 移 ， 而 原 结构 有 这 些 位 移 。 受 力 方面 ,基本 结构 结 点 1 由 
于 加 入 附加 刚 臂 限 制 转动 ， 刚 臂 上 将 产生 附加 反 力 和 矩 ， 结 点 2 由 于 加 入 附加 链 杆 限制 移 
动 ， 则 要 产生 附加 反 力 。 而 原 结构 的 结 点 1 和 结 点 2 没有 这 些 附 加 联系 ， 也 就 不 存在 附加 
的 反 力矩 和 反 力 。 为 消除 掉 这 些 差异 ， 强 令 基本 结构 附加 刚 臂 转动 与 原 结构 相同 的 2, 角 ， 
强 令 附 加 链 杆 产 生 与 原 结构 相同 的 线 位移 2. ШІН 12. 34(c) 所 示 。 现 在 ， 由 于 基本 结构 
变形 已 与 原 结构 相同 ， 则 基本 结构 的 受 力 也 应 与 原 结构 相 同 。 令 此 时 附加 刚 臂 反 力矩 为 
R!， 附 加 链 杆 反 力 为 Rl， 如 图 12. 34(c) 所 示 。 从 而 基本 结构 在 21. 2 和 和 荷载 共同 作 
附加 刚 辟 反 力 矩 Ri 二 0， 并 且 附 加 链 杆 反 力 Rs 二 0。 根 据 公 加 原理 ， 

Ю-В,--В,--Еір-0 

R,=Rz +0 ee 

Ж. Ки, Re, Къ КН Т 2. Z (ІШІ) 起 的 附加 刚 辟 的 反 力 矩 
ПМ! 


















































шщ {т 








Ra 、Rws、Rzb 分 别 表示 由 于 2 Z 和 荷载 单独 作 加 链 杆 的 反 力 。 
设 以 rn、ris 分 别 表示 当 21-1, 2-1 臂 上 时 引起 的 反 力 矩 ， 以 六、 
7 分 别 表示 当 乙 =1、Z=]1 作用 在 附加 链 丁 上 力 。 则 上 式 可 以 表示 为 


nial Ж. Кір-0 
rag Ra, ter ol 







此 式 即 为 本 例 的 位 移 法 典型 其 前 式 表明 А РАГА 1 上 的 总 反 力 矩 等 于 
零 ， 后 式 表明 基本 结构 在 附 如 链 丰 上 的 总 反 力 等 尖 此 ， 位 移 法 的 典型 方程 实质 上 是 


静 力 平衡 方程 。 
对 于 具有 几 个 KRT, 需 几 个 附加 联系 ， 根 据 每 一 附加 联系 上 的 总 
反 力 甜 和 总 反 力 均 应 为 容 的 静 力 平衡 条 件 ， 建 立 其 位 移 法 典型 方程 如 下 。 
ra Zi Friz Zo teet ruli te Hrn ,十 Rep 一 0 
ra Zi Fre Zetre trali te Hran, Кор =0 
rmaZi 十 ra2Za 十 … 十 六 Qi 十 … 十 ra2Q 十 Ra 一 0 
21 т 28 621,2, БЕ,р=0 
式 中 ， 方 为 主 系数 (或 主 反 力 );， 方 为 副 系数 (或 副 反 力 ); Ra 为 自由 项 。 它 们 的 正 、 负 号 规 
定 为 : 与 所 属 联系 所 设 位 移 方向 一 致 为 正 ， 反 之 为 负 。 主 系数 ri 的 方向 永远 和 所 设 位 移 
21-1 的 方向 相同 ， 故 恒 为 正 ， 副 系数 rj 及 自由 项 Rs 则 可 能 为 正 ， 可 能 为 负 或 为 零 。 且 
由 反 力 互 等 定理 可 知 гу 二 xj;。 
与 力 法 解 典型 方程 相同 ， 要 从 位 移 法 典型 方程 求解 出 基本 未 知 量 ， 需 要 首先 求 出 方程 
中 的 所 有 系数 及 自由 项 。 为 此 ， 可 以 根据 表 12 - 1， 绘 出 基本 结构 (一 组 单 跨 超 静 定 梁 ) 在 
2-і. 2=1 及 荷载 分 别 作用 下 的 弯 矩 图 M, M: 和 AMP， 如 图 12.35(a)、(b) 和 (c) 所 
示 ， 然 后 通过 截取 附加 刚 臂 处 的 刚 结 点 1 及 截断 各 竖 柱 项 端 所 得 上 部 为 脱离 体 ， 列 静 力 平 
衡 条 件 便 可 求 出 其 所 有 系数 和 自由 项 。 
ru 为 Z1 二 1 引起 的 附加 刚 臂 1 处 的 反 力矩 , 求解 ii 需 从 М, 图 上 取出 1 结 点 ， 如 
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图 12. 35Cd) 所 示 ， 由 力矩 平衡 方程 之 M, =0. 19 














ru =31 + 4ia 


上 式 表 明 ， 反 力矩 ru 等 于 图 12. 35(d) 杆 12 与 杆 1A 杆 端 弯 矩 之 和 。 这 些 杆 端 弯 矩 可 
直接 从 М, 图 的 1 结 点 处 读 出 来 。 









©) Mi 图 


Rap 


1 
(е) х 


А ж 
Ха P_ 
rz 为 2-1 PA 付 加 刚 臂 1 处 的 反 力 矩 ， 从 M 图 上 截取 结 点 1， 如 图 12. 35(e) 所 





， 由 平衡 条 件 求 得 


bia 
тр 


Ra 为 荷载 引起 的 附加 刚 臂 1 ДЬ е 77 Е, ЖОМ» 图 中 截取 结 点 1， 如 图 12.35(f) 所 





ж. 


由 平衡 条 件 求 得 








Re 一 中 
由 此 可 见 ， 第 一 个 脚 标 为 1 的 系数 和 自由 项 均 为 附加 刚 辟 1 上 的 反 力 矩 ， 可 通过 结 点 


1 的 平衡 条 件 去 求 ; 另 一 类 第 一 个 脚 标 为 2 的 系数 和 自由 项 均 为 链 杆 2 上 的 反 力 ， 可 分 别 


在 图 
所 示 


Үз. 


ЖЕ 





2. 35(a) 、(b) 、(c) 中 用 截面 截断 两 柱 顶端 ， 取 其 上 部 为 脱离 体 ， 如 图 12. 35(g)、(h) 
， 并 查 表 12 - 1 得 到 杆 1A4、2B 的 杆 端 剪 力 ， 然 后 由 投影 方程 之 已 .一 0 ЖЗ ғ. 
К, 


та 21-1 [ВОВНИ 2 上 的 反 力 ， 应 从 图 截取 的 如 图 12. 35(g) 所 示 的 隔离 
去 求 ， 由 2F. 二 0 得 

















жемі, бід 
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Жон нвтвювялынв 





rw 为 2 二 1 引起 的 附加 链 杆 2 的 反 力 ， 应 从 图 截取 的 如 图 12. 35(h) 所 示 的 隔离 体 
EER, ШХЕ,-048 














12А | Зв 
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Ra 为 荷载 引起 的 附加 链 杆 2 的 反 力 ， 应 从 Me 图 截取 的 如 图 12. 35(i) 所 示 的 隔离 体 上 
去 求 ， 由 之 已 .=0 得 


—_ 4l 
R 2 


要 注意 的 是 ， 所 有 系数 和 自由 项 在 未 求 之 前 其 大 小 和 方向 都 是 未 知 的 。 画 图 时 均 要 设 
成 正方 向 。 其 中 ri 、rzs、Rie 的 转向 与 结 点 1 角 位 移 Zi 正 向 一 致 ， 即 顺 时 针 方 向 ; ra 、 
rw 、Rww 与 结 点 2 线 位 移 Z 正 向 一 致 ， 即 使 杆 件 2B 顺 时 针 转 动 。 此 外 ， 基 本 未 知 量 2 、 
Zo 也 需 设 成 正 的 方向 。 


由 于 本 例 各 杆 长 度 相等 ， 尼 为 常数 ， 所 以 i 一 i Ti, тт-бі, т 


i, ы-і сы 
将 求 得 的 系数 和 自由 项 代入 典型 方程 ， 有 并 Хы 





























6i „5i 


解 得 Ж 5% 
„ __ 79 Ау? 
ж) 2—39. 738 
2.8 или Йй чини 
Жин Zi, 2. ARAI М-М,2,:-М.2,:-М, 绘制 最 终 这 和 矩 图 ， 如 图 12. 36(a) 


所 示 。 
绘 出 弯 矩 图 后 ， 应 校 核 结 点 是 否 满足 平衡 条 件 ， 从 图 12. 36(b) 中 截取 结 点 1， 受 力图 














12. 36 


确定 M 图 无 误 后 可 利用 М 图 计算 杆 端 剪 力 ， 由 杆 端 剪 力 绘 出 剪 力 图 。 
从 图 12. 36(a) 中 截 出 杆 1、2 为 脱离 体 ， 如 图 12. 37(a) 所 示 。 
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Үшпі 
由 静 力 平衡 方程 ， 有 
21 12 
а „276°... 2]. 
h2 hi 1 2764 
从 图 12. 36(a) 中 截取 杆 1A 为 脱离 体 ， 示 于 图 12. 37(b) 中 。 由 力矩 平衡 方程 式 之 Mt 一 
0， 有 

















хі-хі 8а це 
=й 
由 力矩 平衡 方程 式 之 MA 一 0， 有 
QaXi+qXx1x+4 таш. е 
9л-- пе 


从 图 12. 36(a) 中 截取 杆 2B 为 脱离 体 ， an 由 静 力 平衡 方程 式 可 求 出 


A ш 





1 
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Qu ПЕ о з 
276 
(а) (b) (с) 
12.37 





日 以 上 求 得 的 各 杆 端 前 力 绘 出 前 力图 如 图 12. 38(a) 所 示 。 
由 绘 出 的 前 力图 便 可 求 出 轴 力 图 。 
从 图 12. 38(a) 中 截取 结 点 1 为 脱离 体 示 于 图 12. 38(b) 。 由 投影 方程 站 F, 二 0， 得 


77 




















— 364! 
Ne 一 276 
Не ТЕ ХҮ-0. 得 
一 219/ 
No 一 276 
从 图 12. 38(a) 中 截取 结 点 2 为 脱离 体 示 于 图 12. 38Cc) 中 ， 由 投影 方程 ZY 王 0， 有 
мы--2! 
187 016 
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e иена 








3641 276 2141 
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г" ШЕ 47 
| 276 | 276 


Ма Nog 























2404/ с" ” зви 
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绘 得 轴 力 图 如 图 12. 39 所 示 。 


综 上 所 述 ， 用 位 移 法 计算 超 静 定 结构 的 步骤 简要 归 


纳 如 下 。 


(1) 计算 基本 未 知 数 数目 ， 相 应 地 加 上 附加 刚 
者 链 杆 约束 ， 得 到 基本 结构 。 

(2) 根据 附加 约束 中 总 的 反 力 或 者 反 力 уж 
件 ， 建 立 位 移 法 典型 方程 。 ЖУ 


(3) 和 


(5) ТЕТІ нң 


(6) 如 





2141 
276 


















ЖЖ 12-1, нея 





车 题目 要 求人 гос 


下 面 举例 进行 其 你 说 明 。 
例 12 -9 用 位 移 法 计算 图 12. 40(a) 所 示 连 续 梁 ， 绘 弯 矩 M 图 。 





fk: 〈 
臂 得 基本 结 





) 经 分 析 ， 该 连续 梁 没 有 结 点 线 位 移 ， 有 两 个 刚 结 点 В 和 C， 加 入 两 个 附加 刚 
吉 构 如 图 12. 40(b) 所 示 。 


(2) 列 位 移 法 典型 方程 。 








ru Zi FrZ: +R =0 
ra Zi HrzZ: +R =0 











(3) 为 求 典 型 方程 中 的 系数 和 自由 项 , AM, М, M 图 ， 如 图 12. 40(c)、(d) (е) 


所 示 。 








这 些 系数 和 自由 项 均 为 附加 刚 臂 上 的 反 力 矩 ， 可 从 M, | v М», М 图 中 截取 结 点 В ЖІ 
С 为 脱离 体 ， 用 力矩 平衡 条 件 之 M 一 0 求 出 。 也 可 以 从 М\, Ma, 图 中 结 点 BB 和 C 处 的 


Жш УЕ (ИТЧЕ h o 





Нн М, 


























图 Zi 处 ( 结 点 B) 得 
ru =4i+4i=8i 
图 Z 处 ( 结 点 СИЗ 


121 一 27 





2 图 Zi 处 得 
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LA \ 
ЕПЗ 
~ 
20kN/m 
| 
D D 
(6) % ғ } iI е2 ігі pa 
FE 
А 2. оом А2 
(b) 
由 М, 图 2; 处 得 





тә=4ї+3ї=її 





由 Me BI Z 处 得 
Ri 一 一 200 十 60 一 一 140C(kN“。m) 





H Mp 图 2 处 得 


егі 


В.р--200КМ • т 

9 反 力 互 等 定理 知 nz2—ras 只 需 计算 其 中 一 个 便 可 。 

(4) 将 以 上 各 系数 和 自由 项 的 值 代入 位 移 法 典型 方程 ， 有 
8142,--212,--140--0 
212,--712;--200--0 








- 








解 联 立 方程 ， 求 得 
— 26.539 
i 


了 一 二 36. 154 
т 1 
Z 值 为 正 ， 说 明 结 点 B 顺 时 针 方 向 转动 ; 2。 值 为 负 ， 说 明 结 点 C 逆 时 针 方 向 转动 。 
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2 





Жон нэлинштилкив 





(5) # М=М, Z, +M: Z: +M, 绘制 M [ 

ЧЛЕН]. 45 ЕКИН НӘ ӘН. ШІН EARE KEET ER ЭРЕ [Н 
ERER. ПИЛЕ ЈА] З АЕ НАЛУ REH ЕЕН; WEEER, KET 
TAY SAE EER. 

对 于 本 例 AB Ж 

26. 539 


Mas =2iX 7 ЕС-60) 6. 922(kN • m) 





























26. 259 


Mpa =4i X 2———— +60= 166. 156 (kN • т) 


将 该 二 值 连 成 虚线 ， 符 加 简 支 梁 在 均 布 荷载 作用 下 的 棍 矩 图 ， 如 图 12. 40(fD 所 示 。 
对 于 杆 BC， 有 
26. a Е ( вена 


Ma =21Х=— е 194 








-200=108. 462(КМ • m) 


Mo —4iX 6539. ( 


200 Т. 2156(КМ • m) 
将 该 二 值 连 成 虚线 ， ш жо 弯 和 矩 图 ， 如 图 12. 40(f) 所 示 。 


对 于 杆 CD， 有 кү 
Еее 36.154 
Mw =3iX (БЕСІ 108. 462(kN • m) 


wm=0 d 
杆 CD 上 没有 荷载 作用 ， ыбын 12.40( 人 ) 所 示 。 
由 图 12. 40(f) 可 知 ， 结 点 结 点 C ра 


36. 154) 








{12-10 {у У ҒАН. Шарты Л ， 绘 弯 矩 图 。 
解 : (1) {ч ТЯ 没 г 称 无 侧 移 刚 架 点 1 和 结 点 
2 加 入 附加 刚 12. 41(b) 所 示 的 基本 结构 。 


(2) 根据 附加 刚 臂 上 反 力矩 应 等 于 零 的 条 件 ， 建立 位 移 法 奥 型 方程 。 
ти + 
ra Zi +22 +R =0 

(3) 绘 出 基本 结构 的 M, М, 和 荷载 弯 矩 图 Мь. WE 12. 41(c)、(d)、(e) 所 示 。 计 
算 典 型 方程 中 的 各 系数 及 自由 项 。 各 系数 及 自由 项 都 是 附加 刚 臂 的 反 力 矩 。 故 可 取 结 点 1 
和 2 为 脱离 体 ， 根 据 静 力 平衡 条 件 光 M 二 0 求 出 ,或 者 由 Mi、M 和 Ms 图 结 点 1 和 2 处 
杆 端 弯 矩 值 直接 读 出 。 
НМ, 图 结 点 1 处 得 























ru =6i+4i+8i=18i 





Н М, 图 结 点 2 处 得 


ra =4i=r 





ra =8i+4i+6i=l18i 











Еч 


图 结 点 1 处 得 
= 
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жт- 
2 ` 


тип= 


由 Me 图 结 点 2 处 得 
Ra 一 0 
(4) 把 以 上 求 得 的 各 系数 及 自由 项 代入 典 型 方程 中 ， 有 


182,:-442,:-1 4-0 


412,+1812,=0 
联 立 方程 ， 求 得 
z — É 70 
2 = 123 6l 


(5) 按照 М--М,2,--М,2,--М, MARRAK, ШІН 12. А100) МЖ. 


从 最 终 М 图 中 截 出 结 点 1， 如 图 12. 41(g) 所 示 ， 由 
ХМ,--0.052--0. 0292 一 0. 0812--0 











确认 M 图 绘制 无 误 。 





(е) 


12.41 


| 2.5 力矩 分 配 法 


12.5.1 力矩 分 配 法 的 基本 概念 


前 面 介绍 的 力 法 和 位 移 法 ， 是 计算 超 静 定 结构 的 两 种 基本 方法 。 
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量 较 多 时 ， 计 算 工作 量 较 大 ， 并 且 在 求 得 基本 未 知 量 后 ， 还 要 利用 
F 端 弯 和 矩 。 力 和 矩 分 配 法 是 位 移 法 类 型 的 渐 近 解法 ， 它 直接 从 实际 结 
发 ， 根 据 位 移 法 基本 原理 ， 从 开始 建立 的 近似 状态 ， 逐 步 通过 增 量 











修正 ,最 后 收敛 于 真实 状态 。 


力矩 分 配 法 的 优点 


是 用 逐次 逼近 的 计算 来 代替 解 联 立 方程 ， 
































图 12. 42 所 示 刚 架 ， 在 给 定 荷 载 作 用 下 ， 
如 图 中 虚线 所 示 。 其 结 点 
解 算 时 ， 首 先 固定 结 
松 结 点 1， 
WSE, 
相 加， 
以 绘 1 


变形 曲线 
发 生 转 角 p。 用 力矩 分 配 法 
， 得 到 杆 端 固 端 弯 和 矩 。 然 后 放 
使 其 恢复 转角 ， 得 到 杆 端的 分 配 弯 和 矩 和 传 
最 后 将 杆 端的 固 端 弯 矩 与 分 配 弯 矩 或 传递 弯 矩 K 
ШИНЕ ЕТЕНЕ ЕТТЕР ў мкр 


ШЕУДЕЙ 


.国定 结 点 















































原 刚 架 


且 计 算 按 相 同 规律 循环 进行 ， 宜 于 掌握 。 在 力矩 分 配 法 中 ， 杆 端 弯 和 矩 正 、 负 号 的 规定 ， 基 
本 结构 的 确定 以 及 使 基本 结构 恢复 原 结构 自然 状态 的 方法 均 与 位 移 法 相同 。 力 和 矩 分 配 法 适 
于 连续 梁 及 无 侧 移 刚 架 。 
下 面 以 只 有 一 个 结 点 角 位 移 的 超 静 定 刚 架 为 例 来 说 
明 力 和 矩 分 配 法 的 概念 。 





在 结 点 1 上 加 附加 刚 臂 ， 限 制 结 点 


被 解体 成 3 个 单 跨 梁 。 原 刚 架 上 




















所 受 均 布 荷载 4 作用 ， 因 结 点 1 其 变形 曲线 妖 租 12. 43(a) 所 示 ， 此 时 ， 单 跨 梁 
е ека ТЕТІГІ 单 跨 梁 1B、1C 不 受 荷载 作用 ， 
故 不 产生 固 端 弯 7. V 
Ж 12-1, чу ТШЕ п. 
MA 一 0， |Ma =lat 
由 于 附加 刚 臂 阻止 结 点 1 转动， 附加 刚 辟 上 将 产生 反 力 矩 ， 称 之 为 “不 平衡 力矩 "， 
书写 时 在 M 的 右上 角 标 上 字母 wx， 对 于 本 例 ， 结 点 1 的 不 平衡 力矩 表示 为 Mi 。 不 平衡 力 
矩 的 符号 ， 规 定 顺 时 针 为 正 ， 逆 时 针 为 负 。 
从 图 12. 43(a) 中 取出 结 点 1 为 脱离 体 ， 夯 受 力 图 ， 如 图 12. 43(b) 所 示 ( 不 平衡 力矩 
固 端 灾 矩 均 画 成 正 向 )， 按 力矩 平衡 条 件 可 求 出 不 平衡 力矩 МЕ 为 
--Міл“-Міз--Міс =le 


此 式 表明 ， 结 点 1 的 不 平衡 力矩 等 于 汇 交 于 结 点 1 AT Зо EARR. DBA 








端 弯 矩 不 能 平衡 的 差额 ， 





因此 称 为 不 平衡 力矩 。 








(b) 
图 12.43 
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тип= 


2. 放松 结 点 


为 使 刚 架 恢 复 自 然 状态 ， 必 须 消除 不 平衡 力矩 M 的 作用 。 为 此 ， 需 要 在 结 点 1 加 一 

个 与 它 大 小 相等 ， 方 向 相反 的 力 偶 ， 即 加 上 一 个 反 向 的 不 平衡 力矩 Mt ， 如 图 12. 44 所 示 。 
施加 反 向 不 平衡 力矩 相当 于 放松 结 点 到 结构 恢复 原 有 

” 自然 状态 。 结 点 1 转 到 了 原 有 的 g 角 。 此 时 各 单 跨 梁 将 产 
生 弯 和 矩 。 将 各 梁 转 动 端 1 端 产生 的 弯 和 矩 称 为 分 配 弯 矩 ， 以 
MA 、Mip 、Mic 表 示 。 各 梁 远 端 产生 的 弯 和 矩 称 为 传递 弯 矩 ， 
М.М. Ми, Мак. 
ГЕЯ НОУ Же УН, | АБУ, 
分 配 系 数 和 传递 系数 。 





м -<--- 











12.44 


1) 转动 刚度 
为 使 杆 件 的 某 一 端 产生 单位 转角 时 ， 在 该 端 所 需 施加 的 力矩 称 为 杆 件 在 该 端的 转动 刚 
ЖА 





度 ， 以 符号 S 表 示 。S 的 下 脚 标 标明 杆 件 名 称 ， 其 中 第 一 个 嘎 标 表示 转动 端 ， 第 二 个 脚 标 
ZORD. WMF AB 的 A 端 转 动 刚度 用 Sw 表示 < ЧАЙ ТИЕН] Si 表示。 通常 将 
转动 端 称 为 近 端 ， 另 端 称 为 远 端 Ab 


转动 刚度 表示 杆 端 抵抗 转动 的 能 力 ， 其 ~ Ез, 而 且 与 杆 件 远 
端 支承 情况 有 关 。 当 远 端 为 固定 端 时 ， к 4i， 如 图 12. 45(a) 所 示 ; ШЫҢ 
EUNE a о. .35(b) 所 未 4 当 远 端 为 定向 支 座 时 ， 近 端的 转 
动 刚度 为 i， 如 图 12. ШО ы I 度 已 在 表 给 出 。 

D 分 配 系数 与 分 配 迹 

有 了 转动 刚度 的 概念 信 就 可 以 计算 出 旗 夫 殴 总 时 产生 的 杆 端 弯 矩 。 下 面 先 讨 论 分 配 系 
数 与 分 配 这 矩 。 f Же 

从 图 12. 34 PRA S 1. ЖЛ л Р E 12. 46。 其 中 各 杆 对 结 点 作用 的 杆 端 弯 矩 
Mia, Mis, Мұс ТЕТ], Mia, Mis, Мб ЭА 1 时 所 产生 的 各 杆 近 端 的 弯 和 矩 ， 即 
前 面 所 述 的 分 配 弯 矩 。 








Ф] 
Sumái & p — e 
ЗЕР 

(а) 
2, 


1 
5ш-Зі (2 A. 02 
кы ай м ж 


©) M 
бл с ) Mic 
т 
Ssmi А 2—9, 
тй С: “ыы Е M's 7 
(с) 


图 12.45 图 12.46 
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由 平衡 条 件 之 M=0 得 
Mia 十 Mi 十 Mic 十 MY 一 0 (12-7) 
式 中 
Мі = 5,аф | 
Мі--5шф (12-8) 
ed 
将 式 (12 -8) 代 入 式 (12 -7) 得 
Ме Ме 
moe XS (42-9) 
将 式 (12 - 9) 代 回 式 (12 - 8) 得 各 杆 1 端的 分 配 弯 矩 为 
мь= 5м 
НИЕ 99 Ж» 
Mts=— Mtr «К (12-10) 
Se 
= У 
由 式 (12- 10) 可 以 看 出 ， 各 杆 近 端 的 Arai 与 该 杆 近 端的 转动 刚度 成 正比 ， 或 者 
说 ， 结 点 1 的 反 向 不 平衡 力矩 按 各 杆 ! 





的 大 小 分 配给 各 杆 端 ， 转 动 刚度 愈 大 ， 所 

















ЖН ДЕШ Ж. жр 
жор, Sh, 5. фа ін, НОЕ, ERRES 22 
ж. 写成 
7 R 
{АА У5 
ив К (12-11) 
| 
е ES 


式 (12 -11) 写 成 一 般 形式 杆 件 转动 端 ( 近 端 ) 用 i 表示 ， 远 端 用 j 表示 ， 则 有 





(12-12 


式 (12- 12) 表 明 ， 杆 件 i 端的 分 配 系数 等 于 该 端的 转动 刚度 除 以 汇 交 于 i 端的 各 杆 在 
该 端的 转动 刚度 之 和 。 
对 于 本 例 ， 结 点 1 处 各 杆 的 分 配 系数 为 
Sia 

а Sa 十 Sa 十 Sic 
= (ХІ 
HE 3iF4iFi 8 
2 
8 


3i 3 
3i+4i+i 8 











сы í 
ше дн 
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типт 
由 此 可 见 ， 结 点 1 上 各 杆 分 配 系数 的 总 和 等 于 1， 即 
Уру 1 
计算 分 配 系数 时 ， 可 应 用 此 式 进 行 校 核 ， 确 认 无 误 之 后 再 计算 分 配 弯 矩 。 
将 式 (12 -3) 代 入 式 (12 -10)， 得 各 杆 的 分 配 弯 矩 为 


Ма- Қасы 
Мін---ишМЕ + (12-13) 
Міс--меМі | 
写成 一 般 形式 
Мұ =; М») (12-140 


式 (12- 14) 表 示 ， 将 结 点 不 平衡 力矩 的 正 负 号 改变 ， 乘 以 各 杆 的 分 配 系数 ， 即 得 各 杆 
WIEBE 


对 于 本 例 ， 各 杆 在 1 WESEN К 
Ма-шаС-МО-Ң қаруым зар 

; 7 4 zi 2 442 
AM 和 一 /ap 人 мозу, 89 ) 64 


1 L ы) qË 
Міс= шс 8 ( 8 l 64 
由 此 可 见 ， 各 杆 在 зите 矩 的 总 和 全 的 不 平衡 力矩 。 即 反 号 的 不 平衡 


力矩 必须 全 部 分 配给 各 杆 近 诊 : V 

3) 传递 系数 与 全 i 22 

在 图 12. 44 中 ， 松 结 点 1 时 ， ЕЙ залалмен ноне. 也 使 各 杆 远 端 产 
EBH, ENTRENA SE. 各 杆 的 传递 弯 矩 与 各 杆 远 端 支承 情况 有 关 。 

由 表 12-1 n% 

远 端 固定 端 Mi --4ір. М,--2іф; 

уо ЗСА М;--Зір. М, =0; 

远 端 定向 支 座 M; = іф, М; ір. 

为 了 利用 近 端 弯 矩 去 求 远 端 弯 矩 ， 将 远 端 弯 矩 与 近 端 弯 矩 的 比值 称 为 传递 系数 。 传 递 
系数 用 符号 C 表 示 。 则 










































































C= 二 (12-15) 
а ы ~_2ig_1 
远 端 固定 с lip 2 
HBE 汪汪 一 0 
Әр 
远 端 定向 支 座 Бе сей 

















为 了 应 用 方便 ， 将 常见 的 З 种 单 跨 梁 的 转动 刚度 、 传 递 系数 示 于 表 12-44, 
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表 12-4 等 截面 直 杆 的 杆 端 转动 刚度 与 传递 














远 端 支承 情况 杆 端 转动 刚度 传递 系数 
固定 支 座 4i 1/2 
ЖЖ 3i 0 
定向 支 座 i =i 














据 式 (12 15), АЙНА 

Мұ5-С-М; (12-16) 
式 (12-16) 表 明 ， 传 递 弯 矩 等 于 传递 系数 乘 以 分 配 弯 矩 。 
对 于 本 例 ， 各 杆 远 端 所 得 传递 弯 矩 为 


-----44 2.21 2 
Ma=— р х=! 


Ма-о Ж 
ME 一 一 星 X( 一 D) 一 ж 
64 59 
3. ҖЕ 


ук лиги ыннина ON 
эшн ЕЕ ЕН. А _ 

тй, атаа, Р 
муу, = 1 44 дой ш. ) = е 
А4, == Мі 十 MA ж 


тт 


! 
Хон, Мін--Мів 4 


( 

Mn =M, +M =0+ (245) = — 207 
( 
9 












































Мс= Міс + Мұс =0 

















Ма ME Mg 0 
Ње е ДІН 12.47 所 示 。 
下 面 举 例 说 明 具 有 一 个 刚 结 点 的 连续 梁 及 无 侧 移 刚 







































































架 的 具体 运算 过 程 ， 以 进一步 明确 和 理解 上 述 力矩 分 配 |. q a 
法 的 基本 概念 。 通 常 把 这 种 只 有 一 个 结 点 角 位 移 未 知 量 wf ы 
的 运算 称 为 单 结 点 的 力矩 分 配 。 K de 
112-11 用 力矩 分 配 法 计算 图 12. 48(a) 所 示 的 两 7 ar 
РЕВ, ASEE, 
解 : 计算 连续 梁 时 ， 其 过 程 可 以 直接 在 梁 的 下 方 2 Дв 
表 12- 5 中 进行 。 具 体 说 明 如 下 。 “ 
а) 求 分 配 系数 。 图 12.47 
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> 




















типт 

—_ Sm __ 4i _4 
HM Sm 二 Sg 4it3i 7 
SE _ 3i _3 
pac Sm 十 See 4it3i 7 

| 

f 一 一 十 二 一 
校 核 : Хи 7 十 了 


将 它们 填 和 人 表 中 第 一 行 结 点 В 的 两 端 。 
表 12-5 杆 端 弯 矩 计算 表 









































M=150kN-m 2) кт ж. [її ың B[ 不 必 在 图 12. 48(a) 
рі; ИКП ТЕН FT BA JPA RES ТЕ 
A i В МЯ 为 ВЕ СЭС ИО РР», AR 12-1 
e yS кее 
М Ка X10X8 ВОСЕМ + т) 
ж. М =0 


г Рет 行 相应 杆 端 下 面 。 
据 填 人 表 中 的 固 端 弯 矩 ， 即 可 算出 结 点 B 的 不 平 
0 衡 力矩 。 需 注意 的 是 ， 因 为 此 例 结 点 B 上 有 外 力 偶 
40 ом кт) М 的 作用 ， 结 点 B 的 不 平衡 力矩 不 能 直接 用 B 结 点 
© 各 固 端 力矩 之 和 来 计算 ,还 需 男 加 一 项 由 结 点 В ЕТЕ 
图 12.48 用 的 外 力 偶 引起 的 约束 反 力 矩 。 故 不 平衡 力矩 等 于 
My=—80+150=70(kN • m) 
(3) 计算 分 配 弯 和 矩 与 传递 弯 矩 
将 结 点 B 的 不 平衡 力矩 反 号 乘 以 各 杆 分 配 系数 得 各 杆 近 端 分 配 弯 矩 ， 然 后 将 所 得 分 配 
弯 矩 乘 以 相应 杆 的 传递 系数 即 得 远 端 传递 弯 矩 。 
Min аи (Mg) =X (—70)=—40(kN т) 









































X (—70) 30(kN • т) 


Мр = pac (—M$) - 











М =СМ =-х(—40)=—20(ЕМ + m) 


М = СМ. =0 
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把 分 配 弯 矩 与 传递 弯 和 矩 分 别 填 人 表 中 第 3 行 相应 杆 端 下 面 ， 且 在 分 配 弯 矩 与 传递 弯 矩 
之 间 画 一 水 平方 向 箭头 ， 表 示 传 递 方向 ;在 分 配 弯 和 矩 下 面 画 一 横 线 ， 表 示 分 配 及 传递 
结束 。 

(4) 计算 杆 端 最 终 弯 和 矩 。 

将 表 中 第 二 、 三 行 相应 的 固 端 弯 矩 与 分 配 弯 矩 或 传递 弯 矩 相 加 即 得 杆 端 最 终 弯 和 矩 。 

Муь=0-Е(—20)=—20(КЇЧ* m) 
Ma 一 0 十 (一 40) 一 一 40(kN • m) 
Mr 一 一 80 十 (一 30) 一 一 110(kN。m) 
Ма--0--0-0 

УТАУ АНЫН А ЖЕР 411. 

最 终 弯 矩 绘制 连续 梁 M 图 如 图 12. 48(b) 所 示 。 

例 12 -12 用 力矩 分 配 法 计算 图 12. 49(a) 所 示 刚 架 ， 绘 弯 矩 M 图。 

解 : (1) 计算 分 配 系数 。 

3х? > 


Ма зух БАХ S 
= 4х2 Ет 
зурах? кы 


иа зу ар Оз 
(2) 查 表 12 -1 шш 
































=305 42 Ет 


да ОҒ. 4046 + m) 
j 


不 平衡 力矩 


g=30kN/m P=80kN 




















4m 





4m 4m 


(а) (b) 
12.49 


和 连续 梁 的 计算 方法 相似 ， 把 以 上 求 得 的 分 配 系数 、 固 端 弯 矩 十 人 表 内 。 与 连续 梁 列 
表 有 所 区 别 的 是 : 由 于 刚 架 立柱 的 杆 端 不 能 直观 地 与 水 平 表 格 上 下 对 应 ， 所 以 表格 中 第 一 
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тип= 








栏 需 要 列 出 结 点 名 称 ， 第 二 栏 说 明 结 点 从 属 的 杆 端 。 为 了 便于 分 配 ， 可 把 同一 结 点 的 各 杆 
端 列 在 一 起 ， 如 表 12 -6 中 将 AB、AC、AD 列 在 一 起 ; 为 了 便于 传递 ， 可 把 同一 杆 的 两 
尽量 相 邻 ， 如 表 12 -6 中 将 AB 与 BA Ж. Ар 与 DA 相 邻 。 由 填 人 的 固 端 弯 矩 一 栏 ， 
求 得 A 结 点 的 不 平衡 力矩 为 
NG 一 Mi 十 MB 十 Mi 一 60 十 (一 40) 一 20(kN。m) 


表 12-6 нше 


















































结 点 В А р € 
杆 端 BA АВ АС AD DA CA 
分 配 系数 0.3 04 03 
固 端 弯 矩 М" 60 0 一 40 40 0 
分 配 与 传递 弯 矩 0 -6 ей -6 -3 -4 
RESE 0 54 一 8 一 4 37 一 4 








(3) 计算 分 配 与 传递 弯 矩 。 
Mi 一 pa СМА) =0. ye —6(kN • m) 
Mic = ил СМА) = 0. 0) = —8(КМ • т) 
Mip 一 /ap (一 КЎ Сс жана 


ры 1х8 №. т) 


СМ = же ЖО ы * та) 


(4) жаға 
М =0 


MA 一 Mi 十 Mi 一 60 十 (一 6) 一 54(kN。my) 

Mx = МА. +Mic =0+(—8)=—8(kN • т) 

Mao = М БМ =—40+(—6)=—46(kN • т) 

Mm = МА 十 M& =40+(—3)=37(kN • т) 

Ma = М 十 M& =0+(—4)=—4(kN • m) 
зло с АН ЕИ УАН Ра Пра 12. 49(b) 所 示 。 







































































12.5.2 ”力矩 分 配 法 计算 连续 梁 及 无 侧 移 刚 架 


12. 5. 1 节 讨论 的 是 按 基 本 结构 中 只 有 一 个 附加 刚 臂 的 简单 情况 ， 介 绍 了 力矩 分 配 法 
的 基本 概念 。 利 用 这 一 基本 思路 ， 并 结合 逐次 否定 每 一 个 附加 刚 臂 作用 的 方法 ,来 解 算 具 
有 多 个 结 点 的 连续 粱 和 无 线 位 移 刚 架 的 内 力 。 

首先 想到 的 是 要 将 具有 多 个 结 点 角 位 移 的 情况 转换 成 只 有 一 个 结 点 角 位 移 的 情况 。 
为 此 ， 可 以 首先 固定 全 部 刚 结 点 ， 然 后 采取 逐个 结 点 轮流 放松 的 办 法 。 即 每 次 只 放松 一 
个 结 点 ， 其 他 结 点 暂时 固定 ， 这 样 把 各 结 点 的 不 平衡 力矩 轮流 逐次 地 进行 消除 ， 使 连续 
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梁 或 刚 架 逐渐 接近 原来 自然 状态 ， 下 面 结 合 一 般 连 续 梁 和 无 侧 移 刚 架 的 具体 例子 加 以 
说 明 。 

如 图 12. 50(a) 所 示 连 续 粱 ， 具 有 两 个 结 点 角 位 移 ， 首 先 把 两 个 刚 结 点 1、2 同时 固定 
起 来 ， 然 后 加 入 荷载 ， 此 时 可 查 表 12 - 1 求 得 各 杆 的 固 端 弯 矩 为 








__4ё_—10х@__ ) 
Ma = 12 12 30(kN • m) 
Mi, =I =30kN T 
мь= = 2 оос.) 

8 8 
Mi = 人 R==2000N “т) 


将 上 述 结果 填 入 表 12-7 中 相应 的 杆 端 下 面 。 КОО 1、2 两 结 点 的 


不 平衡 力矩 分 别 为 
МҮ=Мї,-ЕМ® =30+( тө елп) 


M; =M +M5p W =200(kN • m) 
































如 前 所 述 ， 为 了 消除 这 两 个 不 了 ， 需 要 将 结 点 1 和 2 逐次 地 轮流 放松 ， 使 其 分 
别 恢 复原 有 自然 状态 ， 即 使 它们 йз Ж. 
ж 
分 配 系数 u 一 0 0.571 | 0.429 
Б M" 30 301-200 200 
—57.1 = 一 114.3 | 一 85.7 
56.8 一 13.6|113.6 一 56.8 
—162 = -325|-М3 
分 配 与 传递 4.1 = 8.18.1. 一 41 
=12 = -23|-18 
0.3 = 0.6 | 0.6 一 0.3 
-о1 = -о2|-о0.1. 
RASE 31.2 152.3 | -152.3 11.9 | 一 111.9 














为 了 使 计算 尽快 地 收敛 ， 应 先 放松 不 平衡 力矩 大 的 结 点， 本 例 应 先 放 松 结 点 2， 此 时 
结 点 1 仍 固定 着 ， 故 和 前 面 章节 放松 单个 结 点 的 情况 完全 相同 。 因 而 可 按 前 述 弯 和 矩 分 配 和 
传递 的 方法 来 消除 结 点 2 的 不 平衡 力矩 。 为 此 需要 算出 汇 交 于 结 点 2 的 各 杆 端的 分 配 














Sa —_ 4i 
ta Si 二 Ss 4-31 








--0.571 


ғ“ 
工程 力学 
= Sæ —_ 3i 
Kæ Sa 十 So 4 十 3i 
分 配 系 数 通常 取 到 小 数 点 后 面 3 位 。 
将 其 结果 填 人 表 中 连续 粱 相应 杆 端 下 面 。 
然后 把 结 点 2 的 不 平衡 力矩 200kN。 m 反 号 进行 分 配 ， 得 分 配 弯 矩 为 
Мї =0. 571X (—200)=—114. 3(kN • m) 
Mis =0. 429 X (—200)=— 85. 7(kN • m) 


KHA ESEE КШ. JESE F R, RIRE 2 &ЗЁ 
жй. REEE e HAEA 





=0. 429 














Mi =Å X (—114. 2)=—57. 1(kN + m) 


M =0 Ж 


将 其 填 和 连续 梁 相 应 杆 端 下 面 ， 并 画 出 箭头 标明 传 
分 配 弯 和 矩 与 传递 弯 矩 取 到 小 数 点 后 面 几 位 要 视 而 定 。 一 般 可 将 最 大 固 端 弯 矩 
绝对 值 取 4 位 有 效 数 字 ， 以 此 来 确定 分 配 、 传 ; 小 数 点 后 面 的 位 数 。 例 如 本 例 ， 最 大 


固 端 弯 矩 的 绝对 值 为 200kN。，m， 4 位 有 > 200.0， 即 小 数 点 后 面 有 一 位 有 效 数 字 ， 
则 计算 分 配 弯 和 矩 асн арР ТЕЛИ а 一 位 。 随 着 结 点 的 逐次 轮流 放松 ， 分 配 弯 


和 矩 传递 弯 和 矩 逐 渐 减 少 ， 当 传递 弯 年 / (小 数 点 后 态 位 ) 时 ， 计 算 可 以 结束 。 
结 点 2 暂时 平衡 后 ， 重 新 将 其 国定 ， 再 来 KA 1。 结 点 1 原 有 的 不 平衡 力矩 是 


—170kN • m, 2. 性 传递 过 来 一 57. ЖАУ, 的 传递 弯 矩 ， 故 此 时 结 点 1 的 不 平衡 
力矩 为 一 170 十 (一 57.1 Жі 1 的 分 配 系数 ， 分 配 弯 矩 及 传递 弯 矩 


МАР 27. ОКМ • "еў? 








































如 下 。 
分 配 系 数 
—_ Sa 4 -0.5 
МА SA 十 Se 本 十 和 O 
So __4 _ 
м5 utu’ 
ШИА 
Mi 一 0.5X227. 1=113. 6(kN * m) 
M} =0. 5X227. 1=113. 6(kN * m) 
传递 弯 矩 
Mi =113. 6X 二 一 56. 8CkN + m) 
Mi =113.62-=56. 8 (ЕМ + m) 
结 点 1 暂时 平衡 ， 将 它 重 新 固定 起 来 。 再 来 看 结 点 2， 由 于 放松 结 点 1， 结 点 2 又 有 


了 新 的 不 平衡 力矩 56. SkN。m。 现 在 第 二 次 放松 结 点 2 以 消去 其 新 的 不 平衡 力矩 。 如 此 
反复 地 循环 下 去 ， 就 可 以 使 结 点 1 和 结 点 2 的 不 平衡 力矩 越 来 越 小 最 后 逐渐 接近 了 真实 
情况 。 


266 





828 Бежан 


把 固 端 弯 矩 与 逐次 放松 节点 所 得 相应 杆 端 
的 分 配 弯 矩 或 传递 弯 矩 相 加 ， 即 得 出 杆 端 最 终 。 
弯 矩 。 据 此 绘制 出 的 弯 矩 图 如 图 12.50(b) > = 
所 示 。 |+ 6m „ты 6m | 

其 计算 结果 正确 与 否 ， 还 应 该 进行 校 核 。 
正确 的 计算 结果 应 同时 满足 静 力 平衡 条 件 和 
变形 条 件 。 静 力 平衡 条 件 可 根据 每 一 结 点 是 то 
й УМ-0 来 校 核 。 至 于 变形 条 件 的 校 核 AN E- 
此 处 从 略 。 











(а) 






































综 上 所 述 ， 用 力矩 分 配 法 计算 连续 梁 及 ® ж 
无 侧 移 刚 架 的 步 又 可 归纳 如 下 。 nia 
A Рн 

РЕТТЕДІ 

(3) 从 不 平衡 力矩 较 大 的 结 点 开始 ， 逐 次 循环 ан 

每 放松 一 个 结 点 时 ， 将 不 平衡 力矩 反 号 东 数 分 配给 汇 交 于 该 结 点 的 各 杆 端 
(йлн). E 如 此 反复 循环 计 


算 直 到 传递 弯 矩 小 到 可 以 略 去 为 止 。 
a Ne wai 递 弯 矩 相 加 ， 即 得 各 杆 端的 最 终 


әді, 
(5) азан 
ип. 13 КЫ знана p манон ле 其 中 EI 为 常数 。 
: 该 连续 梁 R 忆 部 分 为 静 定 的 ， 其 将 池 可 按 静 力 平衡 条 件 求 山 ， 


Mr 三 一 10X3 三 一 30(kN。my) 
Q=10kN 


去 掉 悬 臂 部 分 ， 把 Mne 作 为 外 力 施加 在 结 点 D 上 ， 如 图 12. 51(b) 所 示 ， 则 结 点 О Е 
转化 为 匀 支 端 ， 计 算 原 结构 可 在 图 12. 51(b) 上 进行 。 


(1) 计算 分 配 系 数 。 为 了 计算 方便 , 令 i H, Шішн-і1.21, істі, i=l. 5i 














pm =p 0. 545 
аут T 455 
ват AT 
вору 1501-0. 529 











D НАУА, СРТ С 端 固定 、D 端 铵 支 的 单 跨 梁 。 铵 支 端 刀 受 集中 力 
10kN 及 集中 力 偶 30kN • m 作用 。 集 中 力 10kN 由 支 座 刀 承担 而 不 使 梁 产 生 弯曲 变形 ， 故 
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-2 
| Е g=25kN/m їй 


С ж 


е... бт 24 12m sh 8m „гы 

















50kN ЕНШ 10kN 
A B Є рф 30 


(b) 





g УА У 4644 


不 产生 固 端 弯 矩 。 集 中 力 偶 30kKN，m 使 梁 产 生 的 固 端 弯 矩 由 表 12 - 1 可 得 


12.51 





мы-М--30- зам “т 


Mfc =M=30kN • т 


其 余 各 杆 固 端 弯 矩 分 别 为 
м = Раб —50Х14%6 тоем. m) 
П 10 
2 2 
Mia = Ра 0.50468. m) 


1 10: 


Mps% = 一 300(kKN + m) 


Mir = 1 =300kN m) 
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将 以 上 分 配 系数 ， 固 端 弯 矩 数据 填 人 表 12 -8 中 连续 梁 相应 杆 端 下 面 。 
表 12-8 FSER 
分 配 系数 u 0.545 | 0.455 0.471 | 0. 529 








ЕБ M" --72 48 | -300 300 | 15 30 





= 一 74.2 = -148.4 | -166.6 








88.9 = 177.8 | 148.4 -- 74.2 




















71.5 < 809 | 一 39.3 
分 配 与 传递 4.8 - 9.5|8 一 4 
-09 = -19|-?2.1 
0.3 - 0.5 [0.4 一 0.2 
O10l 
RESEM 22 235.8 | —235. 8 93.1 | —193. 1 30 














(3) 分 配 与 传递 。 从 不 平衡 力矩 大 的 结 点 С, 环 ， 交 替 进 行 分 配 与 传递 ， 直 到 传 
递 弯 矩 小 于 0. 1 为 止 。 整 个 运算 过 程 均 可 在 表 寸 迹 行 。 

(4) ЖЕЗ РН ЖЕ Нн А ақ АА ан ЖИН ар Е 

6) о 51(c) 所 示 。 


(6) 剪 力 图 的 绘制 方法 与 位 移 法 相同 。 分 别 截 出 答 灯 夯 受 力图 ， 受 力图 除 包括 已 知 外 
荷载 外 还 有 图 12. 51(c) 求 得 的 “н. 2) 衡 条 件 即 可 求 出 杆 端 剪 力 。 


А, Т AB( 图 Ка Ж з 
; ар Ме аан оқыма 
9%» 222% % a Р 


Ом =45.78kN ат бт 


前 力图 如 图 12. 51(d) 所 示 。 Qs бы 
例 12 -14 用 力矩 分 配 法 计算 图 12. 53a) 所 示 
刚 架 ， 绘 制 M 图 及 Q 图 。 
解 : 图 示 刚 架 没 有 结 点 线 位 移 ， 故 适 于 用 力矩 分 配 法 求解 ， 其 计算 方法 和 步骤 与 连续 
梁 完全 相同 。 
EI 


D 计算 分 配 系数 。 为 了 计算 方便 ， 可 利用 各 杆 的 相对 线 刚度 ， 令 г. М iw = 




















图 12.52 


i=l. 5i; ia =i, ір 21, 
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A 
dipe И 
медь ы 0875 
ЕГ oo 
шс а ЕЗ 9309 
(2) 计算 固 端 弯 矩 。 
MB 一 一 了 入 二 一 一 40CKN 
Mp = EON + т) 
Mi = бО ——26. 67(kN + m) 


м =50ЧЁ хз, эз, o 


мт, КОВА заведует ЫА ЖР 9 вани, А, В 
кше ЙОК ЕМ=о, екеу а вя. 
ик 4. ШІЯ 12. 53(c) 所 示 。 
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表 12-9 杆 端 弯 矩 计算 表 
































结 点 р А В Е ( 
杆 端 ПА | АР АВ | ВА ВС ВЕ ЕВ CB 
H 固 端 0.6 0.4 | 0.25 0. 375 0. 375 固 端 BE 
м" 一 40 40 --26.67 | 53.33 
6. 67 13.33 20 20 10 
жн 2 4 2.66 15383 
d Ex 0.16 | 0.33 0.5 0.5 0.25 
传递 弯 矩 ? ы 5 
0.05 0.1 0. 06 0. 03 
0.01 0. 01 0.01 
M — 42.05 35.9 --35.9 | 38.98 --19.49 --19.49 | —9. 75 0 
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ЛС ү ашан 


> 


同 于 静 定 结构 的 一 些 特性 综合 地 比较 和 
СТ) 超 静 定 结构 具有 多 余 联系 , 立 别 于 静 定 结构 的 主要 特征 。 一 般 地 ， 超 静 定 结 


构 的 内 力 分 布 比较 均匀 ， 变 形 较 wy,, 结构 的 刚度 


大 些 
(2) о 衡 条 件 就 БАКИ УЖ. 和 组 成 结构 的 材料 性 质 及 
1 Т 





截面 形状 尺寸 无 关 ， 因 过 程 比较 f 里 静 定 结构 的 内 力 不 能 由 静 力 平衡 条 件 全 
i nh 答 ， 其 内 力 与 结构 的 材料 性 质 及 截面 形状 尺 
才 有 关 。 因 此 ， 在 ; 静 定 结构 计算 时 ， 需 要 事先 用 估计 的 办 法 假设 各 杆 件 截面 的 大 
小 ， 进 行 反复 演算 ， 计 算 设 计 过 程 比 静 定 结构 复杂 。 
(3) 当 静 定 结构 有 支 座 移动 、 温 度 改变 、 制 造 误 差 等 因素 影响 时 ， 不 会 产生 内 力 ， 而 
超 静 定 结构 由 于 具有 多 余 联 系 ， 将 阻碍 由 于 上 述 因 素 而 引起 的 结构 的 变形 ， 从 而 使 结构 产 
生 内 力 。 

(4) 在 局 部 荷载 作用 下 ， 超 静 定 结构 较 之 静 定 结构 影响 范围 大 ， 从 而 可 以 减 小 局 部 较 
大 的 内 力 和 位 移 。 从 军事 及 抗震 方面 来 看 ， 超 静 定 结构 具有 和 较 好 的 抵抗 破坏 能 力 。 当 静 定 
结构 任 一 联系 被 破坏 后 即 变 为 几何 可 变 体系 ， 而 不 能 继续 承受 荷载 。 而 超 静 定 结构 任 一 多 
余 联 系 遭 到 破坏 后 ， 仍 可 能 为 几何 不 变 体系 ， 因 而 仍 能 继续 承受 荷载 。 















































本 章 主 要 阐述 了 超 静 定 结构 内 力求 解 的 两 大 类 方法 ， 即 力 法 和 位 移 法 。 在 力 法 内 容 里 
面 ， 首 先 在 分 析 超 静 定 结构 概念 的 基础 上 ， 结 合 几何 组 成 分 析 知 识 ， 讲 述 了 超 静 定 次 数 的 
确定 方法 ， 然 后 讲解 了 力 法 的 基本 原理 和 典型 方程 以 及 力 法 求解 简单 超 静 定 结构 的 步骤 书 
方法 ， 并 对 用 力 法 求解 超 静 定 结构 在 非 荷 载 因 素 如 温度 变化 和 支 座 变 位 时 的 内 力作 了 j 
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Ж. 
实例 


тип= 














其 后 基于 单位 载荷 法 讲述 了 超 静 定 结构 的 位 移 计 算 方 法 ;在 位 移 法 内 容 里 面 ， 首 先 以 
阐述 了 位 移 法 的 基本 概念 、 基 本 结构 和 基本 未 知 量 ， 并 结合 力 法 计算 了 各 种 常用 单 跨 























超 静 定 梁 的 形 常数 和 载 常数 以 位 移 法 查 表 备用 ; 作为 位 移 法 的 近似 计算 方法 一 一 力矩 分 配 


法 这 
力矩 
要 内 











个 内 容 章节 里 面 ， 首 先 提出 了 力矩 分 配 法 的 基本 概念 ， 然 后 对 连续 梁 和 无 侧 移 刚 架 的 

分 配 法 求解 方法 作 示例 说 明 。 本 章 最 后 是 超 静 定 结构 的 一 些 基本 特性 的 总 结 。 本 章 重 

容 总 结 如 下 。 

D 力 法 的 典型 方程 
Ou X16 Xs 二 OX ;OX, HAr =0) 
Ф X1622 Xs 十 "… 十 2X ite tH nX ,十 Azp 二 0 
да Х\-Ебдь X26OXi 6 Х,+Дь=0 
бы ХХ. +5 Xs 十 … 十 Os 六; 十 6 Х, 0 

2) 力 法 求解 简单 超 静 定 结构 ( 梁 、 刚 架 、 пан 骤 和 方法 

(1) 去 掉 多 余 联系 ， қалмак жана кер 本 结构 ， 同 时 确定 了 超 静 定 























次 数 。 

(2) ПІ; 按照 变形 协调 条 件 ， 列 出 力 法 典型 
方程 

O 分 别 确定 基本 结构 多 余 未 知 力 多 这 和 Me ， 用 单位 载荷 法 或 者 图 乘法 求 出 所 有 系 
数 与 自由 项 。 Же 


系数 


D 解 方程 ， T X 
о maemae УЙШ, ж 
(6) 、N 图 。 ЖС 

3) 超 静 定 结构 的 位 移 计 算 方法 

对 于 刚 架 和 梁 ， 位 移 计 算 公式 为 
| 


4) 位 移 法 计算 超 静 定 结构 的 步骤 和 方法 

) 计算 基本 未 知 数 数目 ， 相 应 地 加 上 附加 刚 臂 或 者 链 杆 约束 ， 得 到 基本 结构 。 

(2) 根据 附加 约束 中 总 的 反 力 或 者 反 力 矩 为 零 的 条 件 ， 建 立 位 移 法 典型 方程 。 

G) 利用 表 12- 1， 绘 出 基本 结构 的 各 单位 弯 窍 图 和 荷载 弯 矩 图 ， 由 平衡 条 件 求 出 各 
和 自由 项 。 
(4) 各 系数 和 自由 项 代入 典型 方程 ， 求 出 基本 未 知 量 。 

(5) ЖШ Е ЈА. 

(6) ЙН ЖОК. RES АЕ Ре иш 9 77 Р. 根据 剪 力 图 画 轴 力图 。 

5) 连续 梁 和 无 侧 移 刚 架 的 力矩 分 配 法 求解 步 又 

(1) 计算 汇 交 于 各 结 点 每 一 杆 端的 分 配 系数 。 

(2) 计算 各 杆 端的 固 端 弯 矩 和 不 平衡 力矩 。 

(3) 从 不 平衡 力矩 较 大 的 结 点 开始 ， 逐 次 循环 放松 各 结 点 以 消除 不 平衡 力矩 。 

СА) 将 固 端 弯 矩 与 相应 杆 端 历次 的 分 配 弯 和 矩 或 传递 弯 矩 相 加 ， 即 得 各 杆 端的 最 终 
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ds 
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ЖОН. 
(5) 绘制 弯 矩 图 。 


关键 术语 


超 静 定 结构 (statically indeterminate structure); 梁 (beam); 刚 架 (rigid frame); Ж 
(truss); 排 架 (trestle); 力 法 (force method); 基本 原理 (principal theory); 典型 方程 (ca- 
nonical equation); 基本 结构 (basal structure); 多 余 约 束 力 (superfluous constraining 
force); 内 力 计算 (computation of internal force); 内 力图 绘制 (plot of internal force); 位 
移 计算 (displacement computation); 位 移 法 (displacement method); 结 点 位 移 (crunode 
displacement); 单 跨 超 静 定 梁 (single statically indeterminate beam); 形 常 数 (shape con- 
stant); 载 常数 (load constant); 7462-88 (moment de ion method); 连续 梁 (con- 
tinuous beam); 无 侧 移 刚 架 (no sway rigid frame); Ki undamental characteristics) 


Ө 
к 
1， 思 考题 


(1) 力 法 的 基本 概念 是 人 а 9 步骤 是 什么 ? 
(2) 什么 是 力 法 的 г» 力 法 基本 结 式 是 否 是 唯一 的 ? 选择 力 法 基本 结构 
WESA? HY 结构 与 原 经 АЖЕ? 

(3) ЯН 2029 本 未 知 量 ? 如 何 求 得力 法 的 基本 未 知 量 ? 如 何 建立 力 法 的 典型 
方程 ? 

(4) 说 明 力 法 典型 方程 的 系数 、 自 由 项 的 物理 意义 ， 如 何 求解 这 些 系数 和 自由 项 

(5) 相对 于 静 定 结构 ， 超 静 定 结构 有 哪些 主要 特征 ? 

(6) 用 力 法 计算 超 静 定 梁 、 刚 架 、 排 架 时 ， 力 法 方程 中 的 系数 和 自由 项 计算 时 主要 考 
虑 哪些 变形 因素 ? 

(7) 计算 超 静 定 结构 的 位 移 和 计算 静 定 结构 的 位 移 ， 两 者 有 何 异 同 ? 

(8) 为 什么 计算 超 静 定 结构 位 移 时 ， 单 位 荷载 可 以 加 在 任 一 基本 结构 上 ? 

(9) 结 点 角 位 移 如 何 确定 ?确定 的 依据 是 什么 ? 

(10) 独立 结 点 线 位 移 的 数目 是 如 何 确定 的 ?确定 的 基本 假设 是 什么 ? 

AD 位 移 法 中 ， 杆 端 弯 矩 、 支 座 截 面 转角 以 及 杆 端 相 对 线 位 移 的 正 、 负 号 是 怎样 定 
义 的 ? 

(12) 位 移 法 典型 方程 的 物理 意义 是 什么 ”典型 方程 中 的 系数 和 自由 项 分 为 几 类 ? 各 
自 的 含义 是 什么 ? 

(13) 说 明 力 矩 分 配 法 的 基本 概念 。 力 矩 分 配 法 与 位 移 法 有 什么 相同 和 不 同 之 处 ? 

(14) 什么 叫 线 刚 度 ? 什么 叫 转动 刚度 ?转动 刚度 和 线 刚 度 是 否 有 关 ? 

(15) 如 何 计算 分 配 系 数 ? 分 配 系 数 和 转动 刚度 有 何 关系 ? 为 什么 在 一 结 点 上 各 杆 的 
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з 














iens 


分 配 系数 之 和 等 于 17 

(16) 什么 叫 传递 系数 ?传递 系数 是 怎样 确定 的 ? 

(17) 什么 是 分 配 弯 矩 ? 如 何 进行 计算 ? 

(18) 什么 叫 固 端 弯 矩 ? 如 何 计算 结 点 上 的 约束 力矩 ? 为 什么 要 将 约束 力矩 变 号 才能 
进行 分 配 ? 








2. 填空 题 
D 力 法 方程 等 号 左 侧 各 项 代表 > AURE 


(2) 如 图 12. 54 IRRE, ЕІ HRO ТЕЗЕ ШИКЕЛ Т. Ол s 
жт G) 图 12. 55(a) 结 构 中 支 座 转 动 9， 力 法 基本 结构 妇 


жт 图 12. 55(b) 所 示 ， 力 法 方程 中 Д, = в 
= ý (4) 图 12. 56 中 ， т di 


本 体系 和 基本 未 知 量 Zis Zy 其 位 移 法 典型 方程 中 的 自 


ШІЛ. Кір- кі 


Жс Ра аё 
Ғы ж. 




















图 12 图 12.56 
(5) 传递 系数 ( wa 与 的 比值 ， 它 与 
远 端 的 
3. 判断 题 
A) 力 法 典型 方程 的 实质 是 超 静 定 结构 的 平衡 条 件 。 ) 
(2) 在 温度 变化 、 支 座 移 动因 素 作用 下 ， шуа аана, › 


СЗ) 位 移 法 未 知 量 的 数目 与 结构 的 超 静 定 次 数 有 关 。(  ) 

(4) 位 移 法 的 基本 结构 可 以 是 静 定 的 ， 也 可 以 是 超 静 定 的 。(  ) 

(5) 位 移 法 典型 方程 的 物理 意义 反映 了 原 结构 的 位 移 协调 条 件 。(  ) 
(6) 结构 按 位 移 法 计算 时 ， 其 典型 方程 的 数目 与 结 点 位 移 数目 相等 。(  ) 
СТ) 超 静 定 结构 中 杆 端 弯 矩 只 取决 于 杆 端 位 移 。(  ) 

O 位 移 法 可 解 超 静 定 结构 ， 也 可 解 静 定 结构 。(  ) 














(9) 在 力矩 分 配 法 中 反复 进行 力矩 分 配 及 传递 ， 结 点 不 平衡 力矩 愈 来 愈 小 ， 主 要 是 因 
为 分 配 系数 及 传递 系数 小 于 1.。(  ) 

(10) 力矩 分 配 法 中 的 分 配 系数 、 传 递 系数 与 外 来 因素 (荷载 、 温 度 变化 等 ) 有 关 。 
( › 
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4. 选择 题 
A) 图 12.57 所 示 连 续 梁 用 力 法 求解 时 ， 简 便 的 基本 结构 是 ( Js 
А. 拆 去 B、C 两 支 座 
В. 将 A 支 座 改 为 固定 铵 支 座 ， 拆 去 B 支 座 
С. 将 A 支 座 改 为 滑动 支 座 ， 拆 去 B 支 座 
D. 将 A ЖЕРЫ ЕД ЖЛЕ. В кус 8 
(2) 图 12.58 所 示 两 刚 架 的 ЕТ 均 为 常数 ， 并 分 别 为 EI 二 1 和 EI 二 10， 这 两 刚 架 的 内 

力 关系 为 ( ). 

A. M 图 相同 B. M 图 不 同 

С. 图 (Ca) 刚 架 各 截面 弯 矩 大 于 图 (b) 刚 架 各 相应 截面 弯 矩 

D. 图 (Ca) 刚 架 各 截面 弯 矩 小 于 图 (b) 刚 架 各 相应 截面 弯 矩 

















А А Ы 
ҮР $i а ERO а Жы (» 
12.57 х" sá 12. 58 
(3) 位 移 法 中 ， ийринин. КТГ ), 


А. 绝对 不 广 B. 必须 
С. 可 以 , 但 不 必 D. 一 定 条 件 下 可 以 
СА) 如 图 12. 59 所 示 两 端 固定 梁 ， 设 AB 线 刚度 为 i， 当 A、 РТ 


B 两 端 截面 同时 发 生 图 示 单 位 转角 时 ， 则 杆 件 A 端的 杆 端 普 算 / \ 
ЯС D) 43 T " 














А. 1 В. 2 
C. 4i D. 6i кк 
(5) 用 位 移 法 求解 图 12. 60 所 示 结 构 时 ， 独 立 的 结 点 角 位 移 和 线 位 移 未 知 数 数目 分 别 
为 ( )。 
A. 3; 3 В. 4, 3 С. 4, 2 D. 3, 2 


(6) 在 力矩 分 配 法 中 ， 分 配 系数 jus 表示 ( Ja 
А. 结 点 A 有 单位 转角 时 , 在 AB 杆 A 端 产 生 的 力矩 
В. 结 点 A 转动 时 ,在 AB 杆 A 端 产 生 的 力矩 
С. 结 点 A 上 作用 单位 外 力 偶 时 ,在 AB 杆 A 端 产生 的 力矩 
D. 结 点 A 上 作用 外 力 偶 时 ,在 АВ 杆 A 端 产生 的 力矩 
(7) 如 图 12. 61 所 示 结 构 ，EI 为 常数 ， 杆 BC 两 端的 弯 矩 Mar 和 Mcs 的 比值 是 ( Ja 
A. —1/4 B. —1/2 С. 1/4 р. 1/2 
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; B С 
ETE T о 
б 1 1 
图 12.60 图 12.61 
5. 计算 题 





12. 62 


(2) 用 力 法 分 别 求 作 图 12. 63 所 示 超 静 定 梁 的 弯 矩 图 。 


4 
" EI EI 
$ EI т EI 4 
12 12 1 1 
(а) (b) 
Р 
5 D с 
EI EI El 7 
——4 


12. 12 


(с) (d) 
12.63 
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128 зиев 




















(3) 用 力 法 分 别 作 图 12. 64 тл ИН) УР. 97 ЛЛА 22/4. 





12 








12.64 
(4) 用 力 法 分 别 作 图 12. 65 гл НО Е А. 


40kN 





(5) 用 力 法 分 别 计算 图 12. 66 所 示 柱 架 各 杆 的 轴 力 ， 设 各 杆 的 EA 均 相 同 。 





2т 2m 2m a a 


(a) (d) 
12.66 
(6) 用 力 法 计算 图 12. 67 БЕ АҒЫ. АН RAET K B E RJR HTAR 2) o 
已 知 1=12000ст!', A=12cm?, ЕЖ. 
(7) 用 力 法 计算 图 12. 68 所 示 排 架 ， 绘 制 弯 矩 图 。 
(8) 如 图 12. 69 所 示 刚 架 ， 左 支 座 转角 为 4， 求 由 此 而 产生 的 弯 矩 图 。 已 知 各 杆 ET 为 
常量 。 


(9) 如 图 12. 70 所 示 刚 架 。 其 左 支 座 下 沉 ， 求 由 此 引起 的 内 力 ， 绘 制 弯 和 矩 图 。 设 ЕП 
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12.68 
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RY 


(10) 计算 图 12.71 所 示 刚 架 结 点 专 角 。 已 知 各 杆 刚度 均 为 EL 
(11) 计算 图 12.72 Шы) 中 点 的 ! Z. 
Ж ХА 


О 
gy 





4E1 С 
1 z 
EI - 
- 6-4 
图 12.71 图 12.72 














(12) 利用 结构 对 称 性 分 别 计算 图 12.73 和 图 12. 74 所 示 结 构 ， 绘 出 弯 矩 图 。 设 EI 为 


|, 
Ti гч 
1 ю |12 1 


Е 12.73 图 12.74 
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(с) (4) 
12.75 


(14) 用 位 移 法 计算 图 12. 76 所 示 刚 架 ， аман. С» EI 等 于 常数 。 





(15) 用 位 移 法 计算 图 12. 77 所 示 刚 架 ， 绘 制 弯 矩 、 、 轴 力图 。 设 各 刚 架 ЕТ 等 于 








(16) 用 位 移 法 计算 图 12. 78 所 示 连 续 梁 ， 绘 制 弯 矩 图 。 


60kN 
20kN/m 


Hipa 


+ 2т ИП 2m + 2т > 
12.78 
(17) 用 位 移 法 计算 图 12.79 тл ЧЕНИН. НУ 
Жр. 
(18) 用 位 移 法 分 别 计算 图 12.80 所 示 各 刚 架 ， 绘 制 
(19) 用 位 移 法 分 别 计算 图 12. 81 所 示 各 刚 架 ， 绘 制 
(20) 利用 对 称 性 作 图 12. 82 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 。 设 
ЕТ 为 常数 。 
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CD 利用 对 称 性 作 图 12. 83 БАМ ЖЕНУ УІ. 12 ЕТ 为 常数 。 
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10kN/m 
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(22) 用 力矩 分 配 法 分 别 计算 图 12. 84 所 示 各 连续 粱 ， 绘 制 弯 矩 图 和 剪 力 图 。 




















(23) 用 力矩 分 配 法 分 别 计算 图 12. 85 所 示 各 刚 架 ， 并 绘制 弯 矩 图 。 


第 12 章 ” 超 静 定 结构 的 内 力 和 位 移 
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55kNim 
40кч 
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(24) 试用 力矩 分 配 法 计算 图 12. 86 БЖК ЕРІН Е РА 





12kN/m 





ZN 
IRNS 
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(25) 试用 力矩 分 配 法 计算 图 12. 87 所 示 对 称 结构 并 绘制 弯 矩 图 。 
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技能 要 点 X ЖЕНЕ 应 用 方向 




















临界 应 力 总 图 掌握 判别 压 杆 的 类 别 
安全 系数 法 Тж 校 核 稳定 性 、 截 面 设 计 和 求 许可 荷载 
折 减 系数 法 重点 掌握 校 核 稳定 性 、 截 面 设计 和 求 许可 荷载 
А 
рула 
ЖЛЕ КАНЯ в 


20 世纪 初 ， 享 有 盛誉 的 美国 桥梁 学 家 库 柏 (Theodore Cooper) 在 圣 劳伦斯 河上 建造 
的 魁北克 大 桥 (Quebec Bridge)( 图 13.1) 在 1907 年 8 月 29 日 发 生 稳定 性 破坏 (图 13.2)， 
85 位 工人 死亡 ， 成 为 20 世纪 十 大 工程 惨剧 之 一 ， 事 故 调查 分 析 结 果 表 明 ， 它 是 桥 下 弦 


压 杆 的 稳定 性 不 足 所 造成 的 。 


为 工人 安全 操作 的 平台 。 


脚手架 的 稳定 
脚手架 是 土木 工程 施工 中 的 临时 设施 (图 13.3)， 可 用 于 堆放 材料 、 支 撑 模 板 和 作 


实际 工程 中 由 于 脚手架 失 稳 造成 的 工程 事故 举 不 胜 举 。 例 如 ， 
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工程 力学 


2000 年 10 月 25 日 上 午 10 时 南京 电视 台 演 播 中 心 由 于 脚手架 失 稳 造成 屋顶 模板 倒塌 
(图 13.4), 56А. 伤 34 人 ， 造 成 巨大 经 济 损失 。 


я: 


ИЛ 





图 13.1 АО» 图 13.2 





图 13.4 


| 13. 1 压 杆 的 概念 


工程 中 把 承受 轴 向 压力 的 直 杆 称 为 压 杆 。 

在 前 面 学 习 杆 件 的 轴 向 拉 伸 和 压缩 时 ， 认 为 杆 件 破坏 的 原因 是 由 于 强度 不 够 造成 的 ， 
即 当 横 截 面 上 的 正 应 力 达到 材料 的 极限 应 力 时 ， 杆 件 将 发 生 破 坏 。 实 验 表明 ， 这 种 观点 对 
于 始终 能 够 保持 其 原 有 直线 状态 的 短 粗 压 杆 来 说 ， 可 以 认为 是 正确 的 ， 这 时 对 它 只 进行 强 
度 计算 是 合适 的 ， 但 是 ， 对 于 细 长 的 压 杆 ， 情 况 并 非 如 此 。 细 长 压 杆 在 轴 向 力 的 作用 下 ， 
往往 在 因 强 度 不 足 发 生 破 坏 之 前 ， 就 因 不 能 保持 原 有 直线 状态 下 的 平衡 而 又 然 届 曲 破坏 。 
此 ， 对 于 细 长 压 杆 ， 压 杆 能 不 能 保持 直线 状态 下 的 平衡 问题 必须 加 以 考虑 。 在 工程 实践 
中 把 这 类 问题 称 为 压 杆 的 稳定 性 问题 。 
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SNE 压 杆 稳定 





由 于 构件 的 失 稳 往 往 是 突然 发 生 的 ， 因 而 其 危害 性 也 较 大 。 历 史上 曾 多 次 发 生 因 构件 
失 稳 而 引起 的 重大 事故 。 现 代 土 木工 程 中 ， 这 类 事故 仍 时 有 发 生 。 因 此 ， 稳 定性 问题 在 工 
程 设 计 中 占有 重要 地 位 ， 研 究 压 杆 稳定 性 问题 显得 尤为 重要 。 












































| 13. 2 细 长 压 杆 的 临界 力 分 析 


13.2.1 平衡 与 失 稳 


为 了 研究 细 长 压 杆 的 失 稳 过 程 ， 做 如 下 试验 。 

取 一 细 长 直 杆 ， 如 图 13. 5(a) 所 示 ， 在 杆 端 施加 一 个 逐渐 增 大 的 轴 向 压力 P， 当 力 P 
不 大 时 ， 压 杆 保持 直线 平衡 状态 。 这 时 ， 如 果 给 杆 加 一 7 Q， 杆 便 发 生 微小 的 弯 
曲 变形 ， 如 图 13. 5(b) 所 示 ， 当 去 掉 干 扰 力 后 ， 杆 经 过 若 动 ， 仍 恢复 为 原来 的 直线 
形状 ， 如 图 13. 5(c) 所 示 ， 杆 件 原来 的 直线 形状 的 吾 1 дата. 但 当 压力 己 增 
大 至 某 一 数值 时 ， 则 在 干扰 力 О 撤去 后 ， 杆 不 ТҮТІГІ 而 在 一 个 曲线 形 
态 下 平衡 ， 如 图 13.5(d) 所 示 ， 可 见 这 时 杆 原 看 肯 直 线 平 衔 状态 是 不 稳定 的 ， 称 为 不 稳定 
平衡 。 шананы >. 也 定 性 ， 简 称 失 稳 。 


ж ш А er 


















图 13.5 


为 了 保证 压 杆 安全 可 靠 地 工作 ,必须 使 压 杆 处 于 直线 平衡 形式 。 由 前 面 的 论述 可 见 ， 
同一 压 杆 的 平衡 是 否 稳定 ， 取 决 于 压力 书 的 大 小 。 压 杆 保持 稳定 平衡 所 能 承受 的 最 大 压 
力 ， 称 为 临界 力 或 临界 荷载 ,用 Р. лк. WR 如 P 二 Ps， 压 杆 将 保持 稳定 ， 如 P> 
P..， 压 杆 将 失 稳 。 因 此 ,分析 稳 定性 问题 的 关键 是 求 压 杆 的 临界 荷载 Pao 





13.2.2 临界 力 与 欧 拉 公 式 


以 两 端 贸 支 的 中 心 受 压 直 杆 为 例 ， 说 明确 定 临 界 力 的 基本 方法 。 
.两 端 匀 支 压 杆 的 临界 力 
如 图 13. 6(a) 所 示 两 端 铵 支 压 杆 ， 在 临界 力 P- 作 用 下 处 于 临界 状态 ， 并 具有 微 弯 的 平 


- 
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iens 





衡 形式 ， 其 弹性 曲线 近似 微分 方程 为 























«жу. МОӘ - 
号 EI (13-1) 
Р ЖР — СЕО а) EBEA 
MGCz)= 一 Po у (13-2) 
| Я 将 式 (13- 2) 代 入 式 (13-1)， 且 令 
! 
| М(х) 
! Ре _ 2 == 
|. ЕЁ (3-3) 
! 
| y 得 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 
(6 dy tpy=0 (13-4) 





мөл 


у= н: (13-5) 
式 (13 -5) 中 的 A、 忆 为 积分 常数 ， 边界 条 件 确定 。 Noia с 
BIEX 2-0. у=0 和 xz 一 /，y 一 0。 К y 一 0 代入 式 (13 -5) 式 ， 可 得 B=0, ЕН 
х=1, у=0 48 


аш (13-6) 

这 有 两 种 可 能 : 一 种 是 1 始 的 假设 ( 压 杆 处 于 微 

弯 平 衡 形 式 ) 不 符 ; 二 =), п=1, 此 得 : Т E 
式 为 МУР 

~ ал 


由 式 (13 - 7) 可 知 ， 压 杆 的 临界 力 在 理论 上 是 多 值 的 ， 实 际 工程 中 有 意义 的 是 最 小 的 
临界 力 值 ， 即 n= 二 1， 得 














Ta (13-7) 
l 


р, = (13-8) 
式 (13 -8) 是 两 端 铵 支 压 杆 临 界 力 的 计算 公式 ， 称 为 欧 拉 公式 。 
式 中 ,五 为 材料 的 弹性 模 量 ; LI 为 杆 件 横 截 面 对 形 心 轴 的 惯性 矩 。 当 杆 端 在 各 方向 的 支承 
情况 一 致 时 ， 压 杆 总 是 在 抗 弯 刚度 最 小 的 纵向 平面 内 失 稳 ， 所 以 式 (13 -8) 中 的 工 应 取 截 
面 的 最 小 惯性 矩 Imin 1 为 杆 件 长 度 。 
2. 杆 端 其 他 约束 情况 下 压 杆 的 临界 力 


对 于 杆 端 约束 不 同 的 压 杆 ， 均 所 绞 支 压 杆 临界 力 公 式 的 推导 方法 ， 得 出 其 相 
应 的 临界 力 计算 公 式 。 一 般 而 言 ， 杆 端的 约束 越 强 ， 压 杆 越 不 容易 失 稳 ， 临 界 力 就 越 大 。 
表 13-1 列 出 了 常用 的 几 种 杆 端 约束 情况 下 压 杆 的 临界 力 计算 公式 。 


3. 欧 拉 公 式 的 一 般 形 式 
9 13-1 可见， 可 以 将 欧 拉 公式 写成 一 般 形式 
286 
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ЖІЗЕ 压 杆 稳定 


一 元 BET 
D? 
式 中 ,jx WREE А Ан З ЕЕН КСЕ AAKE: /为 长 度 系 数 。 由 表 13- 1 
可 见 ， 杆 端的 约束 越 强 ， 则 w 值 越 小 ， 压 杆 的 临界 力 越 高 ， 杆 端的 约束 越 弱 ， 则 y 值 越 
大 ， 压 杆 的 临界 力 越 低 。 
表 13-1 各 种 约束 情况 下 等 截面 细 长 杆 临界 力 公式 


一 端 固定 一 端 固定 
зав 两 端 固定 





Ры (13:-%) 








支承 情况 Amk 





Р. 





























杆 端 支承 

情况 
临界 力 Pa г Ти 
计算 长 度 
KERM y 0:7 


例 13 -1 Р СИА ЈЕ REEF ТРА 13.7 所 
Ж» [= 1. 5т, а= 15тт. b= З0тт. Е = 10' МРа, 
[cj=6MPa， 试 按照 欧 拉 公 式 求 临界 力 ， 并 将 其 与 按 
强度 条 件 求 得 的 许可 压力 进行 比较 。 

Ж. 按 临 界 力 的 定义 ， 式 (13 -9) 中 惯性 矩 工 应 以 
较 小 的 惯性 矩 1: 代入 ， 即 
ba? _30х 15? 

12 


1-12 








--8437. 5(тпт!) 





НЕ Дз 

т°Е1_т°х10'Х8437.5 

г ad. 5X10)? 

强度 条 件 可 得 许可 压力 为 
[PJ=ALo.J=15X30X6=2700(N)=2. 7kN 

比较 临界 力 Ps 和 强度 条 件 得 到 的 许可 压力 LP]， 不 难看 出 压 杆 在 远 未 达到 强度 允许 

的 承 压力 之 前 就 已 经 失 稳 破 坏 了 。 


Е 











|225 370. 1СЧ)ғч0. 37kN 





ВЕ 
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fans 
| 13. 3 压 杆 的 临界 应 力 


13.3.1 临界 应 力 和 和 柔 度 
对 前 面 所 推导 出 的 临界 力 计 算 公 式 为 (13 -9)， 用 压 杆 的 横 截 面 面 积 A 除 P.， 得 到 与 
临界 力 对 应 的 应 力 为 


_Ps_ ЕІ _ 
=A TGA (13-10) 


KAMAE, TIS PSIA, зі ОТИНЕМ 5» 这 样式 (13 - 10) 可 写成 


ев KK | 
де ы кү (13-1) 
再 引入 一 个 参数 + (13-12) 
а 


ЖА 称 为 压 杆 的 柔 度 或 长 细 比 ， t 纲 的 量 ， 它 集中 反映 了 压 杆 的 长 度 、 约 
束 条 件 、 截 面 尺寸 和 形状 等 因素 对 临 的 影响 ， о на 


4 n= И. (13-13) 


Жы ж 
Т Ж 
13.3.2 ке ТЫЕЛГАН а 


欧 拉 公 式 是 在 材料 服从 虎 克 定律 的 条 件 下 导出 的 ， 所 以 只 有 在 临界 应 力 小 于 比例 极限 
的 条 件 下 才能 应 用 ， 即 欧 拉 公式 的 适用 条 件 为 
wE 








Ca =r o (13 = 14) 
有 zE 
бр 
如 果 令 
rE (13-15) 
Р 
则 上 式 可 写 为 
АА (13-16) 














上 式 表 明 ， 只 有 当 压 杆 的 柔 度 A 大 于 等 于 某 一 特定 值 Mp 时 ， 才 能 用 欧 拉 公式 计算 其 
临界 荷载 和 临界 应 力 。 工 程 中 把 不 小 于 Am 的 压 杆 称 为 细 长 压 杆 或 大 柔 度 压 杆 。 

于 Xp 与 材料 的 比例 极限 ор 和 弹性 模 量 下 有 关 ， 所 以 对 于 不 同 的 材料 ， 压 杆 的 in 是 
不 同 的 。 如 对 于 Q235 34. оь =200МРа, EE 二 206GPa,， 代 入 式 (13-15) 后 , 得 Ap 二 101。 



































COTELE 


13.3.3 中 长 压 杆 的 临界 应 力 计算 


当 压 杆 的 柔 度 小 于 Xr 时 ， 称 为 中 长 压 杆 或 中 柔 度 压 杆 。 这 类 压 杆 的 临界 应 力 с. Е 
出 了 比例 极限 о> 的 范围 ， 不 能 应 用 欧 拉 公式 ， 目 前 采用 在 实验 基础 上 建立 的 经 验 公式 。 
工程 中 常用 的 经 验 公 式 有 两 种 : 直线 公式 和 抛物 线 公 式 。 























1. 直线 公式 
临界 应 力 ce 与 柔 度 А 成 直线 关系 ， 其 表达 式 为 

се аА (13-17) 
Ж. а, b 为 与 材料 有 关 的 常数 ， 由 试验 确定 。 例 如 ，Q235 钢 , a=304MPa, b= 


1.12МРа; Ж, а=29. ЗМРа, b=0. 19МРа, 
实际 上 ， 式 (13 - 17) 只 能 在 下 述 范围 内 成 立 ， 
op oe Ko, Ж» (13-18) 
HH o >0. Mt лл” сш ИНЕ МЕНЕН. 4 


со, 时 ， 由 式 (13- 17) 可 得 * 
n= 
% / 
所 以 (13 - 18) 也 可 用 和 柔 度 表示 为 оқ” 
E 


А2>А, ы (13-19) 


2 нақ уа 
КГ i калан инин. 采用 抛物 线 公式 更 为 合理 。 





对 于 Q235 АЫК л, 90 


抛物 线 公式 把 临界 与 柔 度 的 关系 表示 为 
Oa =a — bA? (13-20) 
ТЕКЕ ЛИТР. ХЕ А<дь 的 压 杆 ， 采 用 的 抛物 线 公 式 为 
в=о,[1—0. 43(-) | (13-21) 
式 中 


[Е Е 
AN D. 575. 570. (13-22) 


对 于 023544. о. =240МРа, E=210GPa, 4. 二 123， 则 经 验 公式 为 
ou 一 240 一 0. 006822? (MPa) 
式 (13 -21) 有 以 下 两 点 必须 注意 。 
СТ) 适用 范围 为 +<X.。 当 4 二 4X. 时 ， 仍 用 欧 拉 公 式 计 算 临 界 应 力 。 因 而 中 长 压 杆 与 细 
长 压 杆 的 柔 度 分 界 点 应 为 4. 而 不 是 ， 二 者 数值 稍 有 差异 。 
(2) АА, 的 压 杆 不 再 区 分 中 长 压 杆 和 粗 短 压 杆 。 















































13.3.4 临界 应 力 总 图 


将 临界 应 力 cx 和 和 柔 度 的 函数 关系 用 曲线 表示 ， 该 曲线 称 为 临界 应 力 总 图 ， 如 图 13. 8 所 示 。 
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> 


типт 
L 直线 公式 
临界 应 力 与 柔 度 的 关系 分 为 3 类 。 
(GD Aar, MKE о Ё, 


(2) Аь;>А22А„, КЛАДЕ. о а ВА. 
GAA, JEF, REIRE. 
其 临界 应 力 总 图 如 图 13. 8(a) 所 示 。 


2， 抛 物 线 公式 


临界 应 力 与 柔 度 的 关系 分 为 两 类 。 
A) ADhe» а -ЖЕ, 


(2) АЖА.» ол а 
其 临界 应 力 总 图 如 图 13. 8(b) 所 示 。 қ 





例 13 -2 PELARE. ШІН 13. 9 ж. 其 
中 /二 1m。 已 知 压 杆 材料 的 比例 极限 ор = ОМРа, МИЯ 
щ E=10'MPa, 并 比较 以 下 两 种 压 杆 截面 对 应 的 临界 
荷载 。 

(1) h=100mm, b=25mm 的 矩形 。 

(2) h=b=50mm 的 正方 形 (已 知 中 长 压 杆 的 直线 公式 
系数 为 a 二 29. ЗМРа, 6-0. 19МРа), 

解 : (1) 矩形 截面 。 
› 由 表 13-1 可 知 对 于 两 端 铵 支 ，w 王 1。 截 面 的 最 小 惯 

图 13.9 性 半径 为 

hb? 


























bh 7. 22(mm) 


长 细 比 为 


以 _1X1X10 _ 
77 7.22 


à= 138. 5 
1 


шош кҥз 





由 式 (13- 15) 得 


ZF ? T 
дъ "Е [с х1Хх10 =104.7 
бр 9 


4 二 Xp， 故 该 压 杆 为 细 长 杆 ， 临 界 力 采用 欧 拉 公式 (13- 13) 计 算 ， 得 

















AE x 10" 
Pu 一 ceA 一 人 • A= izg 57 X25X100=12863(N)=12. 9kN 
(2) 正方 形 截面 。 

截面 的 惯性 半径 为 

ь=һ=- з= у= М.4Зтт) 

长 细 比 为 % 

А01 11х10* _ К, 

i 14.43 - 


因为 < ip， 所 以 杆 为 中 长 杆 ， 采 用 直线 公式 ( ) 计 算 其 临界 应 力 


ou 一 4 一 以 一 29. СШ 3=16. 13(MPa) 
临界 荷载 为 ХУ 2 
Р.-о, OE а 3kN 


通过 (1)、 шеш мг”; ый 而 正方 形 截面 压 杆 的 临界 荷 
REK, ИХ 

例 13 -3 Вр а= Ба ра 结构 ， 如 图 13. 10 所 示 ， 杆 
件 连 接 处 均 为 光滑 铵 接 ， 正 方形 边 长 a 二 lm， 材料 为 Q235 #8. E= 206GPa, op = 
200MPa， 试 求 结构 的 临界 荷载 值 。 








13.10 


解 : (1) 各 杆 轴 力 分 析 。 由 于 结构 和 荷载 具有 对 称 性 ， 所 以 结构 四 边 的 杆 的 轴 力 相 
等 ,根据 C 节点 的 静 力 平衡 条 件 














ZX=0 


P—2N, • соз45°=0 


тип= 


ХҮ-о 


2N; • cos45°— М,--0 
М;--Р 
O ЖӘЕ ШЙ. СТО НВА И ИГ. BD 杆 受 拉 而 其 他 杆 受 压 。 


拉杆 无 需 考虑 稳定 问题 ， 所 以 结构 的 临界 荷载 应 根据 四 边 的 压 杆 求 出 。 


故 采用 直线 公式 ， on 


即 


ul_1X1X10 
* 1x50 


Ае = 80 














EE Ца ар M 


А? ХУ 


NM 59: 


Ре Ng ж жє» _ 


т, 13. 4 压 杆 的 稳定 性 计算 


13.4.1 压 杆 稳定 条 件 


为 了 保证 压 杆 具 有 足够 的 稳定 性 ， 应 使 作用 在 杆 上 的 压力 了 不 超过 压 杆 的 临界 力 Pu， 











对 于 工程 上 的 压 杆 ， 由 于 存在 着 种 种 不 利 因素 ， 还 需 有 一 定 的 安全 储备 。 














Р<Ё==[Р.] (13—28) 

或 
Slo] (13-24) 
Жер. Р 为 实际 作用 在 压 杆 上 的 压力 ; P。 为 压 杆 的 临界 力 ; mx 为 稳定 性 安全 系数 ， 随 ) 的 

















改变 而 变化 。 一 般 来 说 ,稳定 性 安全 系数 比 强 度 安全 系数 nn 大; [Pa] 为 稳定 许可 荷载 ; 
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ов нох 








[sa] 为 压 杆 的 稳定 许可 应 力 。 由 于 临界 应 айан килин иин 
Жа МЫ. HEL Cos] 也 是 随 变化 的 一 这 与 强度 计算 时 材料 的 许可 应 力 Го] 
不 同 。 

稳定 性 安全 系数 六 的 选取 除了 要 参照 强度 安全 系数 外 ， 还 要 考虑 影响 压 杆 失 稳 所 特 
有 的 不 利 因素 ， 如 压 杆 不 可 避免 地 存在 初始 曲率 、 材 料 不 均匀 、 和 荷载 的 偏心 等 。 下 面 是 几 
种 常用 材料 的 六 。 









































钢材 1.8--3.0 
铸铁 5.0--5.5 
木材 2. 8 一 3. 2 


此 外 ， 工 程 上 的 压 杆 由 于 构造 或 其 他 原因 ， 有 时 截面 会 受到 局 部 削弱 ， 如 杆 中 有 小 孔 
或 开 槽 等 ， 当 这 种 削弱 不 严重 时 ， 对 压 杆 整体 稳定 性 的 影响 很 小 ， 在 稳定 性 计算 中 可 不 巴 
考虑 。 但 对 有 局 部 削弱 的 截面 ， 应 作 强 度 校 核 。 








13.4. 2“ 压 杆 的 稳定 性 计算 方法 «© 


根据 压 杆 稳定 条 件 式 (13 – 23) MRA - аш 压 杆 稳 
定 计算 的 内 容 与 强度 计算 类 似 ， 包 括 З 类 问 是 该 稳 定性、 截面 设计 和 求 许可 荷载 。 压 
杆 稳定 性 计算 通常 有 两 种 方法 。 


1. 安全 系数 法 
临界 压力 Pu 是 压 杆 的 极 ， Ж? қ» ӘНІНЕ е п, 


它 应 大 于 规定 > 
му (13-25) 


用 这 种 方 ЕСУ 必须 计算 压 杆 的 临界 荷载 ， 而 为 了 计算 Р... MÈ 
首先 计算 压 杆 的 柔 度 ， 再 按 不 同 的 范围 选用 合适 的 公式 计算 。 其 中 稳定 安全 系数 nn 可 在 
设计 手册 或 规范 中 查 到 。 

2. 折 减 系数 法 

在 工程 实际 中 ， 为 了 简化 压 杆 的 稳定 计算 ， 常 将 变化 的 稳定 许可 应 力 [os 与 强度 许 
可 应 力 [б] 联系 起 来 。 























ле 


та 


(в.1- Ны *[о]=ф[е] 





loaloa, 
PT lo] Nna о? 


о? 为 强度 极限 应 力 ，n ЕТС. o 称 为 折 减 系数 。 由 于 ce 小 于 四，zs 大 于 7， 
此 9? 值 总 是 小 于 1 HEREA 变化 。 表 13 - 2 中 列 出 了 常用 几 种 材料 的 -9p 变化 关系 ， 
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тип= 














计算 时 可 查 用 。 
表 13-2 压 杆 折 减 系数 9 
Я 9 值 
0215,0235 钢 16Mn 钢 铸铁 木材 混凝土 

0 1. 000 1.000 1.000 1.000 1.00 
20 0. 981 0. 937 0.91 0. 932 0.96 
40 0. 927 0. 895 0. 69 0.822 0.83 
60 0. 842 0.776 0.4 0.658 0.70 
70 0. 789 0. 705 0.34 0.575 0.63 
80 0. 731 0.627 0.26 0.460 0.57 
90 0.669 0.546 0.20 0.371 0.46 
100 0. 604 0. 462 0.16 0.300 
110 0. 536 0. 384 0. 248 

20 0. 466 0. 325 0.209 

30 0. 401 0.279 0. 178 

10 0. 349 0.242 & 0.153 

50 0. 306 0.213 \- 0. 134 

60 0. 272 0.188 х 0.117 

70 0. 243 0.168 0.102 

80 0. 218 0. 151 RY 0. 093 

90 0. 197 0. 136 ҳӯ 0. 083 
200 0. 180 0. 2 0.075 
































с 


因此 压 杆 的 稳定 条 件 可 е 来 表达 。 
Z- 
) о] 
上 述 形式 与 压 杆 强度 条 件 表达 式 类 似 ， 可 以 理解 为 : 由 于 压 杆 在 强度 破坏 之 前 便 丧 失 


稳定 ， 故 由 降低 强度 许可 应 力 Co] 来 保证 杆 件 的 安全 。 

应 用 折 减 系数 法 作 稳定 计算 时 ， 首 先 要 算出 压 杆 的 柔 度 \， 再 按 其 材料 ， 由 表 13 - 2 
查 出 gq 值 ， 然 后 按 式 (13 -26) 进 行 计算 。 当 计算 出 的 4 值 不 是 表 中 的 整数 值 时 ， 可 用 线性 
内 插 的 近似 方法 得 出 相应 的 9 值 。 














应 用 稳定 条 件 式 (13 -26)， 能 进行 压 杆 稳定 性 方面 的 3 类 计算 ， 即 稳定 诉 











许可 荷载 和 截面 设计 。 


(13 - 26) 


E 校 核 、 确 定 


例 13 -4 某 建筑 底层 钢管 柱 一 端 固 定 一 端 铵 支 ， 长 /二 3. 3m。 外 径 D 二 100mm， 内 











径 d 二 80mm， 材 料 采用 Q235 钢 ， 许 可 压 应 力 [с] == 160МРа, Е 
300kN， 试 校 核 此 柱 的 稳定 性 。 





Ж: 柱 一 端 固定 一 端 饮 支 ， 故 wx 一 0.7， 钢 管 截面 惯性 矩 




















IT 一 本 (CD 


6 
截面 面积 


d') 


64 


T a00" 


801)--289. 8X 10' (тап!) 














A Та? а) 1 102° 862) =49. 7X 10° (mm?) 


惯性 半径 
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向 压力 P= 


ЖІЗЕ 压 杆 稳定 





s fT. 1|289.8Х10 — 
iN AN 19.7xX10 =24. 1 (mm) 


p= 4l 0- 1X3300_ 
i 24.1 


RE 
95.9 


由 表 13 - 2 查 出 

当 4 二 90 时 9 一 0.669 

当 2 二 100 时 (0. 604 
线性 内 插 法 确定 4 二 95.9 时 对 应 的 g 值 


p=0. 669 95,9- 90 (0, 669 0. 604) =0. 631 























校 核 稳定 性 
_P_ 300X10 
© A 49.7х10° 


而 
gloj=0. Са 
所 以 o<gLo]， 支 柱 满足 稳定 条 件 。 


%13-5 图 13.11 所 示 的 立柱 ， 高 
材料 为 Q235 工 字 钢 ， 许 可 应 力 [е] а, Ў 
知 该 杆 受 到 250kN „ш WA 
型 号 。 > 

Ж: (1) 问题 分 析 。 
在 已 知 条 件 中 给 出 24 їй. x n 
要 求 ， 所 以 应 按 折 SUENIE tyko 
截面 ， 应 按 式 (13 - 26) 进 行 , 但 其 中 жегің 而 p 
应 根据 X 值 查 得 ,4 值 又 与 工 字 钢 截面 尺寸 有 关 ， 因 
此 必须 用 试 算法 进行 。 

(2) 第 一 次 试 算 。 先 假设 0. 5, RARA3-26), 得 

已 “250X103 
9 [oj 0.5Х160 
由 型 钢 表 选 20а 号 工 字 钢 ，A 王 35.5X102mmz: ，zan 一 21. 2mm 
立柱 一 端 固定 一 端 自由 ，/w 一 2， 因 而 

-ш-2Х2000 

іш 189. 
AR 13-2 并 用 线性 内 插 法 ,得 g 二 0. 163， 与 原 假设 р-0.5 相差 甚大 ， 需 作 调整 。 
(3) 第 二 次 试 算 。 再 假设 





z 一 60. 







工 字 钢 截面 




















А> --31.25Х10 (тап?) 








--188.7 




















Е 2 2020. 35 

代入 式 (13 -26)， 得 
250X10 _ (тит? 
А> зс 160744 64X10 (mm?) 


” жа 9 
/ \ 


M % 
івпз č 





ч” 


由 型 钢 表 选 22b 工 字 钢 ， 
A=46. 4X10°mm? 
imin = 22. 7rmm， 因 而 





ul _2X2000_ 








д=- 176.2 
іша 22.7 
查 表 得 ф=0. 23, ӘБ g 二 0. 35 仍 相 差 过 大 。 
(4) 第 三 次 试 算 。 再 假设 
ИЕ 35+0. 230,29 


代入 式 (13 - 26), 得 


250х10* 
А20. 29X160 


由 型 钢 表 选 28a 工 字 钢 ， Ke 
A=55.45X КМ 
imin =24. 95mm， 因 而 ҳу 


= 53. 88X 10° (тт?) 


查 表 得 9 一 0. 27， 人 故 可 ; Жен. 
(5) 校 核 稳定 性 。 根 据 式 C13 僵 26) 
ДА Мо]=0. 27X46 .2(МРа) 
40 Ж 
СР. 250х10 


а 545107 45 1(MPa) 


可 见 c 虽 大 于 9p[c]j,， 但 不 超过 5%， 满 足 稳 定 


Я 性 要 求 。 


能 承受 的 最 大 轴 向 压力 ІР). 





钢 柱 截面 由 两 根 槽 钢 组 成 。 
13.12 


--1782.2Х10 (тапа!) 





例 13-6 ШІЯ 13.12 所 示 , 一 根 钢 柱 由 两 根 
18 号 槽 钢 组 成 ， 柱 高 /二 6m， 两 端 匀 支 ， 材料 为 
Q235 钢 , 许可 应 力 [oj 二 160MPa， 试 确定 钢 柱 所 





解 : 18 号 槽 钢 的 相关 参数 可 以 通过 查 表 获得 。 
b=70mm, zo=18. 4mm, A=29.3X10’mm’, 
1,=1369. 9х 10'тт!, [,==111Х10' тт! 


1.= 1.21369. 9X 10* =2739. 8 Х10' (тт!) 
І, 可 以 通过 平行 移 轴 公式 求 出 。 
I, =2[1„+АФ—)°*]=2Х[111Х10'+29. 3X10 X (70—18. 4)?] 


ов кҥз 


; 2-11, |1782.2Х10! 
inmi А 2X29. 3X10? 55. 1(mm) 
MEME, и=1. MEREN 


p= gl 1X600 _ 
Ең 55.1 














108.9 





查 表 ， 由 线性 内 搬 法 ， 得 g 二 0. 543， 所 以 许可 荷载 为 
Гр]=А[2]р=2 х2. 93 10° 1600. 543=509116. 8(N)~509kN 


| 13. 5 提高 压 杆 稳定 性 的 措施 


由 以 上 各 节 的 讨论 可 知 ， 影 响 压 杆 稳定 的 因素 有 压 杆 的 截面 形状 、 长 度 和 杆 端 约束 条 
件 、 材 料 的 性 质 等 。 要 提高 压 杆 的 稳定 性 ， 可 从 下 列 4 个 Ж. 

1. 选择 合理 的 截面 形状 K 

临界 应 力 с, EMRE А WARK, ТИ д ЕЛВЕ i 成 反比 。 因 此 ， 在 截面 面 
积 不 变 的 条 件 下 ， 增 大 i 值 ， 可 提高 压 杆 的 全。 通常 采用 空心 截面 和 型 钢 组 合 截 面 ， 
比较 图 13. 13 所 示 的 几 个 截面 ， 其 中 (a b) 的 截面 面积 相同 ， 显 然 ， 空 心 圆 截 面 较 实 心 
圆 截 面 合理 ; 图 (c) 与 (d) 同 为 用 4 运 攻 钢 组 合成 的 压 杆 截面 ， 显 然 ， 图 13. 13(d) 所 示 
的 方案 更 合理 。 + 











| 2 sü Z a >l) = 
OD- SP 
| | 
(а) (b) (с) (а) 
В 13.13 


当 压 杆 在 各 纵向 平面 内 的 约束 情况 相同 时 ， 应 采用 各 个 方向 惯性 和 矩 相 同 的 截面 ， 如 采 
圆 形 截面 和 方形 截面 。 

当 压 杆 在 两 个 主 惯性 平面 内 的 约束 情况 不 相同 时 ， 应 采用 两 个 方向 惯性 矩 不 同 的 截 
， 如 矩形 截面 和 工 字形 截面 等 ， 以 与 相应 的 约束 情况 配合 ， 从 而 保证 两 个 主 惯 性 平面 内 
ЖА 相同 。 

2. 改善 杆 端 约束 情况 


从 表 13 - 1 中 可 以 看 出 ， 压 杆 两 端 约束 越 强 ，, 长 度 系数 u 越 小 ， 则 4 越 小 ， 临 界 应 力 
就 越 大 。 因 此 提高 约束 的 刚性 ， 可 以 提高 压 杆 的 稳定 性 。 















































> ЕҢ 
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3. 减 小 压 杆 的 长 度 

在 其 他 条 件 相同 的 情况 下 ， 减 小 压 杆 的 长 度 ， 可 以 降低 压 杆 的 长 细 比 ， 从 而 提高 其 稳 
定性 。 在 可 能 的 情况 下 ， 增 加 中 间 支 承 可 有 效 地 减 小 压 杆 的 长 度 ， 提 高 压 杆 的 稳定 性 。 此 
外 ， 在 结构 允许 的 情况 下 ， 将 压 杆 转换 成 拉杆 ， 可 从 根本 上 消除 稳定 性 问题 。 

4. 合理 选择 材料 

对 于 大 和 柔 度 压 杆 ， 根 据 欧 拉 公式 可 知 ， 压 杆 的 临界 应 力 与 材料 的 弹性 模 量 五 成 正比 ， 
而 与 材料 的 强度 指标 无 关 。 实 验 表 明 ， 各 种 钢材 的 下 值 相差 不 大 ， 因 此 没有 必要 因 稳 定性 
问题 选用 优质 钢材 。 

对 于 中 和 柔 度 压 杆 ， 根据 经 验 公 式 可 知 ， 临 界 应 力 与 材料 的 屈服 极限 和 比例 极限 有 关 ， 
所 以 采用 高 强度 钢材 在 一 定 程度 上 可 提高 压 杆 的 稳定 性 。 


本 章 小 结 «9 


本 章 在 压 杆 失 稳 概念 的 基础 上 ， 推 导出 pe 欧 拉 公式 ， 并 给 出 中 、 小 柔 度 压 杆 
的 临界 应 力 公 式 。 de лагы 法 (安全 系数 法 和 折 减 系数 法 ) 和 提高 
压 杆 稳定 的 措施 。 本 章 重 要 内 容 总 结 


d) 失 稳 。 受 压 直 杆 在 受 ы. 转变 为 弯曲 平衡 形式 ， 而 且 干扰 



























































N 


撤除 后 ， 压 杆 仍 保持 为 弯曲 
пыл 大 于 临界 
(2) 各 种 约束 情形 оша. ХҰН Тасы, ы S 式 计算 为 


Му? 

N жаш 

为 长 度 系数 ， 与 杆 端的 约束 情况 有 关 ， 约 束 越 强 ， 其 值 越 小 ， 反之， 其 值 越 大 。 
(3) 临界 应 力 co 的 计算 公式 。 用 长 细 比 4 来 判断 压 杆 的 类 型 。4 为 压 杆 的 长 细 比 或 柔 


i aË, 不 同类 型 的 压 杆 采 用 不 同 的 临界 应 力 公式 。 





Хв: а. Е 
中 柔 度 压 杆 : 6 二 a 一 以 
小 柔 度 压 杆 : о о. 

(4) 压 杆 的 稳定 计算 有 两 种 方法 。 
D 安全 系数 法 : 





式 中 ,nn 为 稳定 性 安全 系数 。 
@ 折 减 系数 法 : 





а= =1,= 40] 


ШІЗЕ яне 


Жер. p 为 折 减 系数 。 

O) 提高 压 杆 承 载 能 力 的 措施 。 由 欧 拉 公式 可 知 ，P。 越 大 越 稳定 。 因 此 提高 压 杆 
承载 能 力 的 措施 有 : 加 减 小 压 杆 长 度 L @ 减 小 长 度 系数 (增强 约束 ); 回合 理 选 择 
截面 形状 ， 尽 可 能 使 1 增 大 ， 尽 可 能 使 各 方向 值 相等 ; @ 增 大 弹性 模 量 E( 合 理 选 择 
Мр. 























关键 术语 


压 杆 失 稳 (buckling of column); 平衡 的 稳定 性 (stability of equilibrium); 弹性 压 杆 
(elastic compressive member); 临界 压力 (critical load); 欧 拉 公 式 (Euler Formula); KÆ 
度 杆 (long columns); 中 柔 度 杆 (intermediate columns); 小 柔 度 杆 (short columns) 


(1) 何谓 失 稳 ? 何谓 稳定 于 au 何谓 临界 载荷 ? 临界 状态 的 特征 是 








什么 ? 

(2) ЗАНДЫ. ШЕ кал. 应 用 该 公式 的 条 件 是 什么 

(3) 何谓 惯性 半径 ? әне 2 它们 的 量 么 ? 各 如 何 确定 ? 

(4) а 42 ЖЕ зе >? 它们 的 临界 应 力 ( 或 极限 应 力 ) 各 应 如 
会 制 | 总 图 ? 























5) 如 何 进行 压 杆 的 合理 设计 ? 
2 填空 题 
СТ) 欧 拉 公式 在 使 用 过 程 中 系数 jy 的 取 值 依赖 于 压 杆 两 端的 约束 情况 ， 当 压 杆 两 端 匀 
ЖЫ н = 、 一 端 固定 一 端 自由 时 м- ‚ —% Ж — Й Юж y = 


， 两 端 固定 时 „= 
(2) 在 计算 压 杆 的 临界 力 或 临界 应 力 时 ， 仅 当 压 杆 的 实际 柔 度 X А>, ЖЖ 
j 欧 拉 公 式 ， 这 种 压 杆 称 为 
(3) 临界 力 就 是 















































(4) 细 长 压 杆 临 界 应 力 的 计算 公式 为 ， 其 中 / 为 
， 它 的 取 值 所 决定 。 
(5) 提高 压 杆 稳定 性 的 措施 有 ， ， 以 及 





和 














(6) 细 长 杆 的 临界 力 与 材料 的 
度 钢 不 经 济 ， 原 因 是 
(7) 图 13.14 所 示 的 4 根 细 长 杆 ， 材料 、 截面 形状 尺寸 均 相 同 ， 则 其 中 临界 力 
最 大 ， 临界 力 最 小 。 


有 关 ， 为 提高 低 碳 钢 压 杆 的 稳定 性 ， 改 用 高 强 























"М 


типт 





(а) (b) (с) (4) 


13.14 


(8) 影响 压 杆 临 界 力 大 小 的 因素 有 








3. 判断 题 со 
(1) 压 杆 失 稳 的 主要 原因 是 由 тажалы. 
(2) 构件 失 稳 是 指 轴 向 受 压 杆 件 当 压 力 大 时 ， 在 外 界 干扰 下 ， 受 压 杆 件 有 直 


线 平衡 位 置 转变 为 曲线 平衡 位 置 的 现象 。 


合理 形状 问题 。 ) 


( 


(3) 细 长 压 杆 受 轴 向 压力 作用 ， COA 细 长 压 杆 不 可 能 保持 平 


С 3 
(4) а ав %С о 
(5) 临界 应 力 是 指 压 村 次 前 横 截面 上 的 ( ) 





(6) 两 根 材料 、 长 面积 和 约 相同 的 压 村 ， 则 其 临界 力也 必定 相同 。 
) “Ө Р 
Ст) еН КВА АТАТ ТАВА ЈУ. А А А ИН МАО К, (С › 


св) ЧК у L ВУИ» ЕГЕН, АЕО Р„= у. ‹ 


09) ... 由 于 横 截 面 上 的 正 应 力 均 匀 分 布 ， 因 此 不 必 考 虑 横 截 面 的 











(10) 长 度 、 жашка йкы Нан: 其 柔 度 相同 。 
) 
aD 长 度 、 截 面 形 状 尺 寸 和 支承 情况 完全 相同 而 材料 不 同 的 压 杆 ， 其 柔 度 相同 。 
) 
(12) 压 杆 的 柔 度 是 综合 反映 支承 方式 、 杆 长 和 截面 几何 性 质 对 临界 力 影响 的 物理 量 。 
) 
1. 单项 选择 题 
) 关于 临界 应 力 ， 以 下 解释 正确 的 是 (。”)。 

А. 承受 压力 的 压 杆 在 失 稳 以 前 横 截 面 上 的 应 力 


В. 压 杆 失 稳 时 模 截 面 上 的 应 力 
С. 压 杆 处 于 临界 状态 并 维持 直线 平衡 形式 时 模 截 面 上 的 应 力 
































一 
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D. 压 杆 处 于 弯曲 状态 时 横 截 面 上 的 最 大 正 应 力 
(2) 如 图 13. 15 所 示 ， 方 形 截面 压 杆 ,0 : А1: 2; 如 果 将 5 改 为 h 后 仍 为 细 长 杆 ， 
临界 力 P, 是 原来 的 ( M. 
А. 164% В. 84 С. 4 倍 D. 24% 
(3) 对 于 细 长 杆 ， 若 采用 高 强度 钢 代替 普通 碳 钢 ， 则 (  )。 
. 能 有 效 提高 杆 件 受 拉 伸 的 强度 与 受 压 时 的 临界 应 力 
能 有 效 提高 杆 件 受 拉 伸 的 强度 ， 但 对 受 压 时 的 临界 应 力 影响 不 大 
. 对 杆 件 受 拉 伸 的 强度 影响 不 大 ， 但 能 有 效 提高 受 压 时 的 临界 应 力 
， 对 杆 件 受 拉 伸 的 强度 和 受 压 时 的 临界 应 力 影响 都 不 大 


| 


K 
| Е ы 


5 
(4) 一 端 固定 、 一 端 为 Т ы Ж нж. 其 长 度 系数 的 范围 为 
( Te 

















рОЕр> 





图 13.16 


А. и<0.7 в 022 са D. 不 能 确定 
ХУ қ 
5. 计算 题 ОУ 
(1) 两 端 为 铵 支 的 压 杆 ， 当 横 截 面 如 图 13. 17 所 示 各 种 不 同形 状 时 ， 试 问 压 杆 会 在 哪 
个 平面 内 失 稳 ?( 即 失去 稳定 时 压 杆 的 截面 绕 哪 一 根 形 心 轴 转 动 。) 


@ ЕН: AAL 
atd 
= | 


4 个 等 边 的 角钢 4 个 不 等 边 的 角钢 
图 13.17 
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(2) 两 端 铵 支 压 杆 ， 材 料 为 Q235 钢 ， 具 有 图 13. 18 所 示 4 种 截面 形状 ,截面 面积 均 
为 4.0X10 mm?， 试 比较 它们 的 临界 力 。 其 中 4,-0.74,. 





» Г 
"| | 


(а) (b) 
13.18 Ж» 
G) 截面 为 圆 形 、 半 径 为 d 的 两 端 固定 的 压 杆 заны РЗ ЕЕ И ЛЕ 
ЖЕ. ЗААР А КСЕ ВАУЧЕР е 82 Н А] ЖЕКЕН ЖЛЕ: РА ЛА 21226. 
(4) 截面 为 160mmX240mm 的 矩形 木 桩 二 6m， 两 端 铵 支 。 若 材料 的 许可 应 力 


[oj 二 10MPa， 间 承受 轴 向 压力 P 一 60kN《 付 八 柱 是 否 安全 。 
(5) 在 图 13. 19 тл ЖЖ о АВЖІВС НИСЕ. HARMAA, ЖЖ) 
并 坟 


一 样 。 若 因 在 ABC 平面 内 失 稳 并 规定 0 试 确定 了 为 最 大 值 时 的 0 角 。 
(6) 图 13. 20 所 示 正 方形 栅 架 结构 由 5 根 圆 成 ,各 杆 直径 均 为 4 二 40mm， 正方 


形 边 长 为 c 一 lm， ЧАК 21544. Го]:160МР, EAE. ЭХ, 
D 








O Жано ГР), Ж 


O # Р 979% 


тн. Еа а, HAE, NALD? 





Е 13.19 图 13.20 








(7) 压 杆 由 两 根 等 边 角 钢 L40X12 组 成 ， 如 图 13.21 Му. FEK 12. 4m, ІШЕ. 
承受 轴 向 压力 Р--800кх, Го |--160МРа, # Т1 4d 二 23mm， 试 对 压 杆 作 稳定 和 强度 
校 核 。 

(8) 如 图 13. 22 БОЯР. ЖА C 承受 载荷 P= 二 100kN 作用 。 二 杆 均 为 圆 截 面 杆 ， 
材料 为 低 碳 钢 Q275, 许可 压 应 力 [oj 二 180MPa， 试 确定 二 杆 的 杆 径 。 

(9) 结构 尺寸 及 受 力 情况 如 图 13. 23 所 示 , 梁 ABC H 22b 工 字 钢 ，[oj 二 160MPa; ЖЕ 
BD 为 圆 截面 木材 ， 直 径 4 二 160mm，[o] 二 10MPa， 两 端 匀 支 。 试 作 梁 的 强度 校 核 。 
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п: Д 
截面 的 几何 性 质 


杆 件 在 荷载 作用 下 的 应 力 和 变形 计算 ， 需 要 用 到 杆 件 截面 的 几何 特征 量 。 这 些 量 主要 
包括 形 心 、 静 和 矩 、 惯 性 矩 、 惯 性 半径 、 惯 性 积 以 及 极 惯性 矩 等 。 下 面 分 别 介绍 这 些 截面 几 
何 性 质 的 定义 和 计算 。 




















А.1 截面 静 矩 和 形 心 位 置 


s= | aa,s， - 
分 别称 为 该 截面 对 x ШИНЕ ЯПА у 轴 的 静 矩 》 О 表示 截面 的 整个 区 域 。 


ГГ 面积 的 一 次 和 矩 。 对 于 不 同 的 坐标 轴 ， 截 
Р 面 的 木 同 的 。 静 和 矩 可 以 为 正 ， 也 可 以 为 负 ， 甚 至 


FE, CHERY m 或 者 mm, 


Ж 利用 静 矩 ， Пе ам 


РАЯ жс А yc= = (А-2) 
ЕЛЕЙ > ЕЛ йшй 
然 对 于 不 同 的 坐标 轴 ，xzc 和 ус 的 值 也 是 不 同 的 。 但 是 
。 截面 形 心 相对 于 截面 来 讲 ， 其 位 置 是 固定 的 。 
如 果 工 轴 通 过 截面 形 心 C, W yc 二 0， 此 时 称 xz 轴 为 

形 心 轴 。 根 据 式 (A- 2)， 此 时 S, 二 0。 由 此 可 见 ， 截 面 
对 于 其 形 心 轴 的 静 矩 等 于 零 , 反之 ， 若 截面 对 于 某 一 轴 
的 静 矩 为 零 ， 则 该 轴 必 为 形 心 轴 。 如 果 截 面具 有 对 称 轴 ， 则 形 心 一 定 在 对 称 轴 上 ， 即 对 称 
轴 必 定 是 形 心 轴 ; 但 形 心 轴 不 一 定 是 对 称 轴 。 
若 截面 可 以 划分 为 几 个 具有 简单 几何 形状 的 区 域 ， 则 可 以 利用 下 式 来 计算 截面 的 静 矩 
S. f yaa Í, yd | vaa | m+f yaa 


Sa FS Fen Sa Aiya + А» ус 十 … 十 Auyc 


(А-1) 


图 A. 1 表示 一 任意 形状 的 截面 ， 设 其 面积 为 хақ 

















图 A.1 



































= 9 Аза (А-3а) 
同 理 有 


S, = Х.Ала (A- 3b) 
ізі 


附录 A ”截面 的 几何 性 质 








式 中 ，Q; 为 某 一 简单 图 形 的 区 域 ， 0 一 0 十 Qs 十 … 十 02,。n 为 组 成 截面 的 简单 图 形 的 数 
Н. А, 和 zc、yc 分 别 为 某 个 简单 图 形 的 面积 和 形 心 坐标 ， 它 们 均 为 已 知 。 
利用 式 (A-3a) 和 (A- 3b)， 可 以 求 出 组 合 截面 的 形 心 坐标 

У Ата У Ауа 


Te % УС 


ХА, XA 
例 A-1 计算 图 A. 2 三 角形 截面 对 其 底 边 的 静 矩 以 及 形 心 离 底 边 的 距离 。 


Ж. 取 面 积 元 如 图 所 示 ， 于 是 
аА-б,. dy— > bedy 



































根据 式 (A-1)， 有 


h 2 5 ^ 
5, f yaa Ы. У..ду= Ек у-у9%4у 
a 0 h h Jo 








形 心 离 底 边 距 离 
5, ХЫ А 

Ж bh 3 

例 A-2 计算 图 A.3 МТЖ ci АРЫ ТЕБЕ 轴 平行 的 形 心 轴 的 


ін. ` 
Ж: 工 形 截面 左右 对 称 ，, 它 的 形 心 C 必定 在 这 ИКАН Е. A TRIEBE xx， 可 以 把 
Шы айы 7 示 。 它 们 的 心 位 置 均 已 知 ， 根 据 式 (A-4)， 有 
Ж 
„_ о! 160 X 20 X МУ. 4 20 170 -- 1250 
Жа 160 X 20 + 160 X20 ап ыш 


ЕЛТІРІ 部 分 ， 它 对 zc 轴 的 静 矩 为 
S= Аз ус =160X 20X (170—125)=144000(cm?)=1. 44X 10mm? 
Ay 
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А.2 БШМ ~ ИРЕН 惯性 积 


某 截 面 的 形状 任意 ， 如 图 A. 4 所 示 。 定 义 积 分 
у „= (уал (А-4) 





为 整个 截面 对 坐标 原点 О 点 的 极 惯性 矩 。 
式 中 : о 为 面积 元 dA 与 O 点 的 距离 ， 即 极 径 。2 表示 截 
面 的 整个 区 域 。 














定义 下 列 积分 
p= ЕК - [, А, = | туаА 
О Ж (А-5) 
ч sn, AS УА ЖЕНА Аа. 
Ж y 两 轴 的 惯性 积 
极 惯性 矩 也 称 为 截面 二 次 极 矩 。 极 惯性 矩 和 为 正 值 ， 但 惯性 积 可 正 、 可 负 、 
HHF, Ha, Кесте ы ыы 则 惯性 积 恒 等 于 零 。 这 4 个 量 
的 单位 均 为 m! 或 者 mm' 。 


HEIR =r +y, Ш 


i =LI, Р (А-6) 
在 工程 中 ， 它们 的 


„- ҖЕ а-э 


式 中 ，A 为 截面 的 面积 。 惯 性 半径 的 单位 为 m 或 者 mm。 
例 A-3 计算 图 A. 5 所 示 圆 形 截 面 对 其 形 心 轴 的 极 惯性 矩 、 惯 性 矩 、 惯 性 积 以 及 惯 
性 半径 。 








іу 





"т 








ВА. 5 


Ж: 根据 式 (A-5) 和 (CA-6)， 有 
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p= ja- |y 


[42а |А са (4/20* ти 
= [ара = 2х 1 324 





ta | aa = | ocos? .podg .dp 


= за” 2 (а/2) [* 1 + cos20 тə 
= [ар "сохд i d= 5а 











4 2 
同 理 
二 
= 4 
于 是 
A= 
LE =й Т; 
=|; туаА = | pcos 0. dp 
a РЇ, а шыр біп үу. 


由 于 圆 具 有 对 称 轴 ， 因 此 1,,--0. 
惯性 半径 


同 理 入 


А.З 惯性 矩 的 平行 移 轴 公 式 . 组 合 截 面 的 惯性 矩 





如 图 A.6 HR, cc 轴 为 某 任意 截面 的 形 心 轴 ，714 为 截面 对 zc 轴 的 惯性 矩 。z 轴 与 
: 轴 平 行 ， 截 面 对 z 轴 的 惯性 矩 为 -。 则 以 下 式 子 成 立 。 


І. =10 +ФА (A-8) 


式 中 , & 为 工 轴 与 zc 轴 之 间 的 距离 ; A 为 截面 面积 。 
式 (A-8) 称 为 惯性 和 矩 的 平行 移 轴 公式 ， 证 明 从 略 。 
由 惯性 矩 的 定义 可 以 知道 ， 组 合 截 面 对 于 某 坐 标 轴 的 “~ 
惯性 和 矩 等 于 截面 各 组 成 部 分 对 于 同一 坐标 轴 的 惯性 矩 之 和 。 
利用 式 (A = 8)， 可 以 将 截面 各 组 成 部 分 对 不 同 轴 的 惯性 矩 
转化 成 为 对 同一 轴 的 惯性 矩 ， 从 而 求 出 组 合 截 面 的 惯性 矩 。 
例 A-4 求 下 面 工 字形 截面 对 其 图 示 形 心 轴 的 惯性 矩 。 
解 : 工 字 形 截面 具有 两 根 对 称 轴 ， 因 此 它们 都 是 形 心 轴 。 将 工 字形 截面 划分 成 3 个 矩 
形 ， 如 图 A.7 所 示 。 
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图 A.6 
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A.7( 单 位 : cm) 


太一 Ta 十 1 十 Ta 一 6.83X10scmt 十 2. 


因此 


ЖЖ Q 对 形 心 轴 的 惯性 和 矩 





3 
La =20X 160 一 6. 83X 10° (cm') 
3 
n= 2160. 1. 07X105(cm') 


ЖЖ О 对 形 心 轴 的 惯性 和 矩 





оны, 160X20" оор X (160X 20)=2. 60X10” (cm) 
20160 —6. 88x10" сто) 


同 理 ， 和 矩形 2; 对 形 心 轴 的 惯性 矩 


je 60X 107 ста! 


1 =6. 83 Х10%т! 


ЖЕЗДЕ ҮЕ Ж 
wx +2. 60X10’ ст! =5. 88 X10’ ст! 





І=13 +1 +13 =1. 07 Х10°%ст! +6, 3K em’ +6. 83X 10%ст! =1. 38X 107 сіп! 
Қа m 


ке 


.思考 题 


(1) 如 果 截 面 存 





前 矩 等 于 多 少 ? 


(2) 极 惯 性 矩 与 惯性 矩 有 什么 关系 ? 














对 称 轴 ， 则 对 称 轴 与 截面 的 形 心 轴 有 什么 关系 ? 截面 对 其 形 心 轴 的 











截面 对 其 对 称 轴 的 极 惯性 矩 等 于 多 少 ? 




































































(3) 何谓 惯性 矩 的 平行 移 轴 公式 ? 
2. 填空 是 
(1) 截面 关于 其 对 称 轴 的 静 矩 等 于 
(2) 如 果 蕉 面 关于 某 轴 的 静 短 为 零 、 则 该 轴 必 为 
ПЕЛППЕПЛТІНТІГІГ Шу РЫН 
零 的 轴 有 零 根 ， 惯 性 积 等 于 零 的 轴 有 根 。 
(4) 惯性 矩 的 平行 移 轴 公 式 L=L БРА H, zeH ,x 为 
з. 判断 是 
СТ) 惯性 矩 的 平行 移 轴 公 式 表 示 截 面 对 任 意 两 平行 轴 的 惯性 矩 之 间 的 关系 (  ) 
(2) 截面 的 静 矩 和 惯性 积 可 为 正 、 负 也 可 等 于 零 ， 惯 性 矩 和 极 惯性 矩 恒 为 下 ( э 
G) 截面 的 静 矩 和 惯性 矩 均 为 纯 几 何 量 ， 与 材料 的 力学 性 质 无 关 。( э 
(4) 若 一 对 坐标 轴 中 有 截面 的 对 称 轴 ， 则 截面 对 这 对 轴 的 惯性 积 一 定 为 零 ， 如 截面 对 
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ШФА налан 











某 对 轴 的 惯性 积 为 零 ， 则 该 对 轴 中 必 有 一 轴 为 截面 的 对 称 Р 

轴 。( ) | л 
4. 单项 选择 题 
(1) 如 图 A. 8 所 示 铸 铁 简 支 梁 ， 当 梁 的 横 截 面 面 积 一 


定时 ， 最 合理 的 截面 形状 是 ( ә. 


图 形 对 轴 的 惯性 





TS 


y ESS 
С; N р. — 
EN] ГА 
(2) 圆 环 截面 的 抗 扭 截面 模 量 У/,-( 2% 
А aP da’) B. «а-а 区 ТЕА р. 1-0%) 
(3) 截面 的 惯性 矩 和 惯性 积 的 量 纲 是 ( J K 


D. 长 度 的 4 次 方 


的 3 次 方 


А. 长 度 В. 长 度 的 二 次 方 /Cs 
(4) 惯性 矩 和 极 惯性 矩 的 取 值 可 能 是 ( 
А. 大 于 或 等 于 零 

С. 便 为 负 

(5) 惯性 积 的 取 值 可 能 是 ( _ 
А. 大 于 或 等 于 零 24 
С. 恒 为 负 


(6) 如 图 A. 9 H 42 平面 图 形 的 EEJ I., W 











) 
А. 1,+ЁА В. І. 十 (ac 十 2)2A С. І,-““А?-ЫЗА D. 1„+(Ё—4%)А 
(7) 根据 惯性 矩 的 平行 移 轴 公式 ， 图 А. 10 中 的 答案 有 4 种 ， 正 确 答案 是 ( Ja 
А. I»=I.+oh’ В. I2=1:+bh°/4 С. I2=Ia +bh?/4 D. 1„=1л-+ЕЬһ% 











图 A.9 


“ғ” 
тЕпз 


М7 





5. 计算 题 


(1) 计算 图 A. 11 所 示 图 形 的 形 心 位 置 、 阴 影 部 分 对 形 心 轴 (与 x 轴 平行 ) 的 静 矩 、 整 
个 图 形 对 形 心 轴 的 惯性 矩 。 


іу 





160 











КЕГІН 
ЭИ 


100 


(а) = (b) 
Ў АП Ж» 
(2) 计算 图 A. 12 терен 并 轴 平 行 ) 的 惯性 矩 ， 并 将 
И 
] 


结果 与 例 A-4 比较 ， 六 得 出 什么 
ч: 








图 A.12 
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н В 
常见 截面 的 几何 特征 量 


С: 截面 形 心 ; 
А: 截面 面积 ; 

















截面 形状 
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工程 力学 
== 
( 续 ) 
截面 形状 几何 特征 量 
=D. p= 0 
TXE 2 УС 2 
то? а) 
А= 4 
p =P da | aD 4) 
i 64 79” 64 





аста, ус, 
б 
2 ла?) 
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қа» 


5 
В _Н 
2505-72 
A=2Bd+ht 


slepia 
1, =5BH B0] 
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7970 607 7070 | 8820 | 220 | 550 | 7740 | 8/0 | 9620 | 8520 | 060 4070 ІТ GPT | 67 т 02 

2 

0970 І870 00 | 660|/10| SHO | 570 | 6990 | 640 | 660 | ото 87070 68870 Zel I 64 е 02 

шә/ «00/ | 四 /| шә/ | шю/ | Ww/ | ш/ | дә/ | w/ | we/ А 2 
PA м m | °% “q | em | оч “I m 4 л |(ш/ш)/ | (ш/4я)/ | шә/ же 
ы 1 1 oos x0 нш ЕЕ вш шш 

х-- 一 х — 0 х--х 
18Р 
же | 4 ы кенен 
ний 


ЕЛКЕ 
4) ЗЕН 


(88 一 L8L6 49) 6, 
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ONE. 
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